Metody Komputerowe
Metoda Elementow Skonczonych

Element tréjwymiarowy liniowy : pret 3D

Jest to element tréjwymiarowy o roéznych wspotrzednych lokalnych i globalnych weztow —
niezbedne sg transformacje uktadow wspoétrzednych. Jego sztywnos¢ zdefiniowana jest posrednio,
za pomocg pola przekroju A, dlugosci L oraz modutu Younga E. Transformacje wyrazone sg za
pomoca funkcji trygonometrycznych kata nachylenia elementu w stosunku do osi x globalnego
uktadu wspoétrzednych, mierzonego w kierunku przeciwnym do kierunku ruchu wskazowek zegara.
Element ma dwa wezty definiujace jego konce. Kazdy wezet ma trzy stopnie swobody.
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Jesli kazdy wezet moze przemiescié¢ si¢ w kierunku 0si x i y (ma dwa stopnie swobody), to macierz
sztywnosci elementu zdefiniowanego dwoma wezlami (a wigc czterema stopniami swobody)
zapisuje si¢ jako macierz 4x4 (kazdy wymiar macierzy to liczba stopni swobody calego elementu):
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gdzie:
Cx = cos(&),
cy = cos(A),
C; = cos(@,).

Jesli w catym ukladzie wielu polaczonych ze sobg elementéw wystapi n weztow, to macierz
sztywno$ci bedzie miala wymiar 3nx3n. W dalszym ciaggu obowigzuje ogoélny uktad réwnan

liniowych metody:
[KI{u} = {f}

gdzie: [K] — macierz sztywnosci, {u} — wektor przemieszczen weziow, {f} — wektor sil
dziatajacych w weztach. Jak w poprzednich lekcjach, jesli znamy sztywnos$¢ elementu oraz
przemieszczenia wezlow — mozemy wyliczy¢ dziatajace sity, a jesli znamy sity, to po rozwigzaniu
uktadu rownan mozemy wyliczy¢ przemieszczenia. Sity w elementach wyznacza si¢ z
nastepujacego zwiazku:



gdzie {u} jest 6-elementowym wektorem kolumnowym, zawierajgcym przemieszczenia weziow
definiujagcych dany element. Warto$¢ napr¢zenia w elemencie wyznaczana jest przez stosunek sity f
do pola przekroju poprzecznego A. Funkcje realizujgce obliczenia MES na elementach pretowych
3D w Matlabie (nalezy je umiesci¢ w osobnych plikach M-File, nadajac im nazwy takie, jakiec maja
zawarte w nich funkcje):

ponizsza funkcje zapisujemy w pliku: DlugoscKatElementPretowy3D.m

function [L, Thx, Thy, Thz]= DlugoscKatElementPretowy3D(x1l,yl,zl,x2,v2,z2)
$funkcja wyznacza dlugosc L 1 katy nachylenia elementu pretowego 3D na podstawie
$wspolrzednych jego wezlow (katy w stopniach)

vl = [x2-x1; y2-yl; z2-z1];

L = norm(vl);

Thx = acos(dot(vl./L,[1;0;0]))*180/pi;

Thy = acos(dot(vl./L,[0;1;0]))*180/pi;

Thz = acos(dot(vl./L,[0;0;1]))*180/pi;

’

’ ’

function y = SztywnoscElementPretowy3D(E,A,L, Thx, Thy,Thz)

$funkcja tworzy macierz sztywnosci dla pojedynczego elementu pretowego 3D
$katy Thx, Thy i Thz podajemy w stopniach

Swymiar wyniku : 6x6

x = Thx*pi/180;

u = Thy*pi/180;

v = Thz*pi/180;

Cx = cos(x);
Cy = cos(u);
Cz = cos(v);
w = [Cx*Cx Cx*Cy Cx*Cz ; Cy*Cx Cy*Cy Cy*Cz ; Cz*Cx Cz*Cy Cz*Cz];

y = E*A/L*[w -w ; -wW W];

function y = ZlozSztywnoscPretow3D (K, k,1,7)

%$funkcja sklada w jedna macierz sztywnosci K wszystkie prety 3D
%w zadaniu laczac wszystkie sztywnosci pojedynczych elementow k
$zdefiniowanych wezlami i j

SUWAGA! Funkcja moze byc wywolana po wczesniejszym uruchomieniu
$funkcji SztywnoscElementPretowy3D!

%$skladanie

K(3*i-2,3*i-2) = K(3*i-2,3*i-2) + k(1,1);

K(3*i-2,3*i-1) = K(3*i-2,3*i-1) + k(1,2);
K(3*1i-2,3*1) = K(3*i-2,3*1i) + k(1,3);
K(3*1-2,3*3-2) = K(3*i-2,3*3-2) + k(1,4);
K(3*1i-2,3*j-1) = K(3*1i-2,3*j-1) + k(1,5);
K(3*1i-2,3*3) = K(3*1-2,3*j) + k(1,6);
K(3*i-1,3*i-2) = K(3*i-1,3*1i-2) + k(2,1);
K(3*1i-1,3*1i-1) = K(3*i-1,3*i-1) + k(2,2);
K(3*i-1,3*1) = K(3*i-1,3*1) + k(2,3);
K(3*1i-1,3*3-2) = K(3*i-1,3*3-2) + k(2,4);
K(3*1i-1,3*3j-1) = K(3*i-1,3*j-1) + k(2,5);



K(3*i-1,3%3) = K(3*i-1,3*%3) + k(2,6);
K(3*i,3%1-2) = K(3*i,3*1i-2) + k(3,1);
K(3*i,3%i-1) = K(3*i,3*i-1) + k(3,2);
K(3*i,3%1) = K(3*i,3%i) + k(3,3);
K(3*i,3%3-2) = K(3*1i,3%*3-2) + k(3,4);

K (3*i,3*j-1) = K(3*i,3*j-1) + k(3,5);
K(3*i,3%3) = K(3*1i,3*%3) + k(3,6);
K(3*§-2,3%1-2) = K(3*3§-2,3%*1-2) + k(4,1);
K(3*§-2,3%i-1) = K(3*3-2,3%i-1) + k(4,2);
K(3*§-2,3*%1) = K(3*3-2,3*%i) + k(4,3);
K(3*§-2,3%9-2) = K(3*3§-2,3%3-2) + k(4,4);
K(3*§-2,3%§-1) = K(3*3§-2,3*3-1) + k(4,5);
K(3*3j-2,3*3) = K(3*j-2,3*3) + k(4,6);
K(3*j-1,3%1i-2) = K(3*3j-1,3%i-2) + k(5,1);
K(3*j-1,3%i-1) = K(3*3j-1,3*%i-1) + k(5,2);
K (3*9-1,3%1i) = K(3*j-1,3*i) + k(5,3);
K(3*3-1,3*3-2) = K(3*j-1,3*j-2) + k(5,4);
K(3*§-1,3%*3-1) = K(3*j-1,3*3-1) + k(5,5);
K (3*§-1,3%3) = K(3*j-1,3%3) + k(5,6);
K(3*9,3%1-2) = K(3*3,3%1i-2) + k(6,1);

K (3*9,3*%i-1) = K(3*3,3*i-1) + k(6,2);
K(3*3,3%1) = K(3*§,3*i) + k(6,3);
K(3*3,3*j-2) = K(3*j,3*3-2) + k(6,4);

K (3*3,3*%§-1) = K(3*3,3*j-1) + k(6,5);
K(3*3,3*j) = K(3*3,3*]) + k(6,6);

o)

$1 wynik zwracany przez funkcje

function y = SilyElementPretowy3D(E,A,L, Thx, Thy, Thz,u)
$funkcja wylicza sily wezlowe na podstawie znanych przemieszczen u,
$geometrii preta oraz E

cx = cos(Thx.*pi./180);
cy = cos(Thy.*pi./180);
cz = cos(Thz.*pi./180);
y = E*A/L*[-cx -cy -Ccz CxX Ccy cz]*u;

function y = NaprezeniaElementPretowy3D(E, L, Thx, Thy, Thz,u)

$funkcja wylicza naprezenia dla danego elementu na podstawie znanych
przemieszczen u, geometrii elementu i E

cx = cos(Thx.*pi./180);

cy cos (Thy.*pi./180);

cz = cos(Thz.*pi./180);

y = E/L*[-cx -cy -Cz Cx Cy Cz]*u;

Przvkiad nr 1.

Dla podanego uktadu elementow wykonanych z materialu o znanym module E = 200GPa i polach
przekroju: A; = 0.001m?, A, = 0.002m? A; = 0.001m? oraz sile obciazajacej P=12kN (jak na
rysunku) wyznaczy¢ ponizsze niewiadome:

1. macierz sztywnosci uktadu

2. przemieszczenia wezla nr 4



3. reakcje w weztachnr 1,21 3
4. sil¢ 1 naprezenie w kazdym elemencie.

Rozwigzanie:

Krok 1 — dyskretyzacja zadania

Zadanie jest juz podzielone na elementy 1 wezty :

- element nr 1 zdefiniowany jest weztami nr i=1 i j=4

- element nr 2 zdefiniowany jest weztami nr i=2 i j=4

- element nr 3 zdefiniowany jest weztami nr i=3 i j=4

W weztach nr 1,2 i 3 sg podpory przegubowo-nieprzesuwne.

Krok 2 — utworzenie macierzy sztywnosci dla kazdego elementu

Wprowadzamy zmienne globalne, ktore przechowuja dane materialowe 1 geometryczne naszego
zadania: wspotrzedne weztow x1, yl, z1, X2, y2, z2, X3, y3, z3, x4, y4, z4, E, A. Pozostate stale
geometryczne (L1, L2, L3, Thx1, Thx2, Thx3, Thyl, Thy2, Thy3, Thzl, Thz2, Thz3) wyznaczamy
ze wspotrzednych weztdw (Th: katy nachylenia elementow do poszczegdlnych osi wspotrzednych
uktadu, zorientowane wzglgdem dodatniego zwrotu tych osi) (UWAGA! W celu poprawienia
przejrzystosci wyswietlanych wynikow: >>format short)

>>x1=0
>>y1=0
>>z1=-4
>>x2=-—
>>y2=0
>>72=0
>>x3=0
>>y3=0
>>7z3=4
>>x4=0
>>y4=5
>>z4=0
>>E=200e6
>>A1=0.001
>>A2=0.002
>>A3=0.001



>>[L1, Thx1l, Thyl,Thzl]=DlugoscKatElementPretowy3D(x1l,vyl,zl,x4,v4,z4)
>>[L2, Thx2,Thy2,Thz2]=DlugoscKatElementPretowy3D(x2,v2,2z2,x4,v4,z4)
>>[L3, Thx3, Thy3,Thz3]=DlugoscKatElementPretowy3D(x3,v3,2z3,x4,v4,z4)

Mamy trzy elementy, zatem tworzymy trzy macierze sztywnosci : k1, k2 1 k3 komendami:

>>kl=SztywnoscElementPretowy3D(E,Al,Ll,Thxl, Thyl, Thzl)
>>k2=SztywnoscElementPretowy3D(E,A2,L2,Thx2, Thy2,Thz2)
>>k3=SztywnoscElementPretowy3D(E,A3,L3, Thx3, Thy3, Thz3)

Krok 3 — skladanie macierzy sztywnos$ci elementow w jedna globalna macierz dla calego
ukladu

Poniewaz w uktadzie mamy 4 wezly, wigc globalna macierz sztywno$ci bedzie miata wymiar
12x12. Macierz K nalezy przed sktadaniem wyzerowac, co wykonujemy komenda:

>>K=zeros (12,12)

Poniewaz mamy trzy elementy, to funkcj¢ ZlozSztywnoscPretow3D trzeba wywotaé trzy razy —
niezaleznie dla kazdego elementu, podajac jako parametry globalng macierz K (ktora jest
wynikiem), macierz elementu k (k1, k2, a potem k3) i numery we¢ztow definiujagce dany element
(najpierw 114, potem 2 i 4 i na koncu 3 i 4):

>>K=ZlozSztywnoscPretow3D (K, kl1,1,4)
>>K=ZlozSztywnoscPretow3D (K, k2,2, 4)
>>K=ZlozSztywnoscPretow3D (K, k3, 3, 4)

Na odpowiednich miejscach w macierzy K pojawig si¢ sumowane sztywnosci poszczegolnych
elementéw (PROSZE KONTROLOWAC ZMIANIAJACE SIE WARTOSCI!).

Krok 4 — uwzglednienie warunkow brzegowych
Uktad rownan [K]{u}={f} mozna rozpisa¢ w postac:

ulx f1x
uly fly
ulz flz
u2x f2x
u2y f2y
K u2z _ f2z
u3x f3x
u3y f3y
u3z f3z
uéx f4x
udy fay
udz faz

gdzie K jest macierza 12x12.

Warunkami brzegowymi w naszym zadaniu s3:
- przemieszczenie wezta nr 1 jest niemozliwe — podpora: ulx =0, uly =0, ulz =0,
- przemieszczenie wezta nr 2 jest niemozliwe — podpora: u2x = 0, u2y =0, u2z = 0,
- przemieszczenie wezta nr 3 jest niemozliwe — podpora: u3x =0, u3y =0, u3z =0,



- wwezle nr 4 jest obciagzenie dziatajace w kierunku osi x: f4x = 12, f4y = 0, f4z = 0.
Po uwzglednieniu powyzszych wiadomych, uktad réwnan przyjmuje postaé:

f1x
fly
flz
f 2x
f2y
f2z
f 3x
f3y
f3z
12
0

udz 0

K*

O O O O O O o o o

c C
NN
< X

nie znamy zatem przemieszczenia udx, udy i udz oraz reakcji f1x, fly, flz, f2x, f2y, f2z, f3x, f3y i 3z
(podpory).

Krok 5 — rozwiazanie rownan

Przygladajac si¢ uktadowi rownan zauwazymy, ze mozna go rozwigzac ,,po kawatku”, wykreslajac
wiersze 1 kolumny odpowiadajace zerowym przemieszczeniom weztow, tzn. mozna usungé wiersze
i kolumny K od 1 do 9. W Matlabie realizujemy to poleceniami:

- skopiowanie wierszy od 10 do 12 i kolumn od 10 do 12 z K do k:

>>k=K(10:12,10:12)

- stworzenie wektora wyrazéw wolnych (prawej strony rownania) ze znanymi sitami f4x=12kN oraz
f4y=0 i f4z=0:
>>f=[12;0;0]

Powstanie w ten sposob uktad rownan:

1.8159 3.0264 0.0000{ [u4x 12
10%/3.0264 8.8532 0.0000|*{udy =40
0.0000 0.0000 2.4378| |u4z 0

ktory rozwigzemy poleceniem:

>>u=k\f
wyznaczajac nieznane przemieszczenia: udx = 0.0015m, u4y = -0.0005m, u4z = 0.0000m.

Krok 6 — obrobka wynikéw (postprocessing)

Majac przemieszczenia wszystkich wezldw, mozemy obliczy¢ reakcje w podporach. Najpierw
zbierzmy przemieszczenia w jeden wektor (dodajemy do wynikow zerowe przemieszczenia
podpor):



>>U=[0;0;0;0;0;0;0;0;0;u]
a potem wyliczmy komplet sit w uktadzie:
>>F=K*U

otrzymamy:
0

10
8
-12
-20
0
0
10
-8
12
0
0

Sity w elementach wyznaczymy dzigki funkcji silyElementPretowy3D(E,A, L, Thx, Thy, Thz,u),
ktérej parametrami s3: modut sprezystosci E, pole przekroju A, dhugosci L1, L2 i1 L3, katy
nachylenia Thx1, Thyl, Thzl, ..., Th3z oraz przemieszczenia we¢ztow definiujacych dany element
(czyli dwie trojki liczb dla kazdego elementu, np. dla pierwszego elementu: ulx, uly i ulz oraz u4x,
udy, udz):

najpierw przygotujemy po dwie trojki przemieszczen dla kazdego elementu:

>>ul=[U(1:3); U(10:12)]
>>u2=[U(4:6); U(10:12)]
>>u3=[U(7:9); U(10:12)]

a potem wyznaczymy sity:

>>fl=SilyElementPretowy3D(E,Al,Ll, Thx1l,Thyl, Thzl,ul)
>>f2=SilyElementPretowy3D (E,A2,L2, Thx2,Thy2,Thz2,u2)
>>f3=SilyElementPretowy3D (E,A3,L3, Thx3, Thy3,Thz3,u3)

Whiyniki wskazuja, ze elementy nr 1 1 3 sg Sciskane sitami -12.8062kN, a element nr 2 rozciggany
sifa 23.3238kN. Naprezenia w elementach wyznaczymy dzieki funkcji
NaprezeniaElementPretowy3D(E, L, Thx, Thy, Thz,u), ktorej parametrami s3: modut
sprezystosci E, dtugosci L1, L2 i L3, katy nachylenia Thx1, Thyl, ..., Thz3 oraz przemieszczenia
weztéw definiujacych dany element:

>>sl=NaprezeniaElementPretowy3D(E,Ll, Thxl,Thyl, Thzl,ul)
>>s2=NaprezeniaElementPretowy3D (E, L2, Thx2, Thy2, Thz2,u2)
>>s3=NaprezeniaElementPretowy3D (E, L3, Thx3, Thy3, Thz3,u3)

Uzyskane naprezenia dla elementow nr 1 i 3 wynosza: -12.806MPa a dla elementu nr 2:
11.662MPa.



Zadania do samodzielnego rozwigzania:

Zadanie nr 1.

Dla uktadu przedstawionego na rysunku ponizej, majac dane: E=200GPa, A=0.003m?, P1=15kN,
P2=20kN, wyznaczy¢:

1. macierz sztywnosci uktadu

2. przemieszczenia wezta nr 5

3. reakcje w weztach nr 1-4

4. sity i napr¢zenia w kazdym elemencie

Zadanie nr 2.

Dla ukfadu przedstawionego na rysunku ponizej, majac dane: E=200GPa, A=0.003m?, P=10kN,
wyznaczyc¢:

1. macierz sztywnosci uktadu

2. przemieszczenia weztow swobodnych

3. reakcje w weztach podporowych

4. sily 1 naprezenia w kazdym elemencie

p (-535) (3,-1,5)

»

(4,-2,0)

-4,2,0) (6,-4,0)
(4,0,0)




