Metody Komputerowe
Metoda Elementow Skonczonych

Element tréjwymiarowy liniowy : pret 3D - czesé 2

Element pretowy 3D mozna wykorzysta¢ do obliczen symulujacych zachowanie si¢ konstrukcji
przestrzennych pod obcigzeniem, ktore skladajg si¢ z potlaczonych przegubowo elementow
pracujacych wylacznie na $ciskanie lub rozcigganie.

Przykiad nr 1.

Wyznaczy¢ przemieszczenia wezlow oraz maksymalne napr¢zenie wystepujace w elementach dla
kopuly o ksztalcie stozka ($rednica 2L=20m, wysoko$§¢ H=10m) skonstruowanej z pretow
wykonanych z materiatu 0 module E = 200GPa, ci¢zarze objetosciowym y = 78.5kN/m? i stalych
polach przekroju wynoszacych A = 0.003m? w przypadku obciazenia ciezarem whasnym.

Rozwigzanie:
UWAGA: ze wzglgdu na wariantowe obliczenia, w ktérych znaczna cze$¢ komend bedzie si¢
powtarzag, zaleca si¢ umieszczanie poszczegolnych polecen w skrypcie systemu Matlab.

Krok 1 — dyskretyzacja zadania

Na poczatek, wprowadzimy dwie zmienne globalne (promien podstawy koputy L i jej wysokos¢ H),
ktore bedg widziane przez wszystkie polecenia Matlaba (bgdg potrzebne w realizacji zadan do
samodzielnego rozwigzania):

global H L
I nadamy im warto$ci wymiaroéw naszej koputy:

H
L

10
10

Nalezy wygenerowa¢ zalozong liczbg punktow na powierzchni stozka, ktore beda weztami (czyli
,,koncami”) elementow pretowych 3D. Generacj¢ punktow przeprowadza si¢ dwuetapowo: najpierw
na plaszczyznie XY, a potem w przestrzeni XYZ nadajac punktom obliczone dla przyjetego ksztaltu
wysokosci Z.

Etap pierwszy. Konstrukcja bedzie oparta na podtozu w 36 punktach, wygenerowanych na
ptaszczyznie XY na okregu o promieniu L=10m co 10 stopni katowych (kat od O stopni do 350
stopni, co 10 stopni):

alfa = 0:10:350

nalezy zamieni¢ stopnie na radiany

alfa = alfa .* pi ./ 180

a potem wyliczy¢ wspotrzedne x i y punktéw lezacych na okrggu o promieniu L

xl = L .* cos(alfa)



yl =1L .* sin(alfa)

Do dalszych obliczen przydadza si¢ nastepujace informacje: ile punktéw wygenerowalisSmy i jakie
sg ich odlegtosci od srodka uktadu wspotrzednych (X=0, Y=0, Z=0) — odleglosci te powinny by¢
zapisane w formie wektora (dla kazdego punktu przypisana jest jego odlegtosé):

nl
L1

max (size(alfa))
ones(l,nl) .* L

Poprawno$¢ generacji punktow mozna zweryfikowa¢ wyswietlajac ich polozenie na plaszczyznie
XY poleceniem piot (x1,y1,’.7) (hold on - pozwoli na pézniejsze dorysowywanie elementow
na rysunku, a pause - umozliwi zatrzymanie obliczen w celu obejrzenia rysunku i wznowienie ich
po nacisni¢ciu dowolnego klawisza):

plot(xl,yl,".")
hold on
pause

Powinien pojawi¢ si¢ nastepujacy rysunek (nie zamykamy rysunku po obejrzeniu — przyda si¢ do
kolejnych weryfikaciji):
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Wygenerujemy teraz kolejny zestaw punktow na ptaszczyznie XY, ktory bedzie lezat na okrggu o
nieco mniejszym promieniu, np. 0.85L (bedziemy stopniowo pokrywaé powierzchnie stozka
punktami lezgcymi na coraz mniejszych okregach). Niech punkty beda rozmieszczone co 10 stopni
katowych ale w przesunigciu o 5 stopni w stosunku do punktéw lezacych na zewnetrznym okregu
(tzn. nalezy wygenerowac katy od 5 stopni do 355 stopni, co 10 stopni):

alfa = 5:10:355

jak poprzednio, uzyskane wartos$ci nalezy zamieni¢ na radiany

alfa = alfa .* pi ./ 180

a potem wyliczy¢ wspotrzedne x 1 y punktow lezacych na okregu o promieniu 0.85L

x2
y2

0.85
0.85

.* cos(alfa)
.* sin(alfa)

L
L



Do dalszych obliczen znéw przydadza si¢ nastgpujace informacje: ile punktow wygenerowaliSmy i
jakie sg ich odlegtosci od srodka uktadu wspotrzednych (X=0, Y=0, Z=0) — odleglosci te powinny
by¢ zapisane w formie wektora (dla kazdego punktu przypisana jest jego odlegtosc):

n2
L2

max (size(alfa))
ones(l,n2) .* 0.85 .* L

Poprawno$¢ generacji punktow mozna zweryfikowa¢ wyswietlajac ich potozenie na ptaszczyznie
XY poleceniami:

plot(x2,y2,".")
hold on
pause

Na stworzonym wczesniej rysunku powinny pojawic¢ si¢ nowe punkty:

10 T T T 5 J A4 LAY T T T

N
o]

L]

L]
o1

N
e

L]

L]
19

_10 r r r re ’s
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Wygenerujemy kolejny zestaw punktéw na ptaszczyznie XY, ktory bedzie lezat na okregu o znow
nieco mniejszym promieniu, np. 0.7L. Niech punkty beda rozmieszczone co 10 stopni katowych tak
jak punkty lezace na zewngtrznym, najwickszym okregu (tzn. od 0 stopni do 350 stopni, co 10
stopni):

alfa = 0:10:350

jak poprzednio, zamieniamy wartosci na radiany
alfa = alfa .* pi ./ 180

I wyliczamy wspotrzedne x 1y

x3
y3

.* L .* cos(alfa)
.* L .* sin(alfa)

0.7
0.7

Jak poprzednio, przygotujemy nast¢pujace informacje: ile punktow wygenerowalismy i jakie sg ich
odlegtosci od srodka uktadu wspotrzednych (X=0, Y=0, Z=0):

n3 = max (size(alfa))



L3 =

ones(1l,n3) .* 0.7 .* L

Poprawno$¢ generacji punktow zweryfikujemy wyswietlajac ich polozenie na ptaszczyznie XY
poleceniem:

plot (x3,y3,".7)

hold

pause

on

I powinny pojawi¢ si¢ dodatkowe punkty:
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Operacje generacji punktow na coraz mniejszych okregach powtarzamy wg wczesniejszego
szablonu, przyjmujac:

- okrag o promieniu 0.5L oraz katowy odstep migdzy punktami: 20 stopni (zblizamy si¢ do $rodka,
robi si¢ coraz mniej miejsca) z przesuni¢ciem o 5 stopni wzgledem poprzedniego zestawu punktow,

tzn.:

alfa
alfa
x4 =
vd =
nd =
L4 =

5:20:350

alfa .* pi ./ 180

.5 .* L .* cos(alfa)
.5 .* L .* sin(alfa)
max (size(alfa))
ones(l,n4) .* 0.5 .* L

o o |

plot (x4,y4,".")

hold

pause

on
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- okrag o promieniu 0.25L oraz katowy odstep miedzy punktami: 40 stopni (zblizamy si¢ do $rodka,
robi si¢ coraz mniej miejsca), tzn.:

alfa
alfa
x5 =
y5 =
nb5 =

= 0:40:350

= alfa .* pi ./ 180
0.25 .* L .* cos(alfa)
0.25 .* L .* sin(alfa)
max (size(alfa))

L5 = ones(1,n5) .* 0.25 .* L
plot(x5,vy5,".7)
hold on
pause
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- okrag o promieniu 0, tzn. punkt w §rodku wszystkich okregdéw (wierzchotek stozka):

x6 = 0

y6 =
no =1

|
o



L6 =0
plot (x6,y6,".")

hold on
pause
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Po obejrzeniu rysunku mozna go zamkngé. Teraz zbierzemy wszystkie zestawy punktow w
ujednolicone wektory wierszowe: najpierw zbierzemy wspotrzedne x i y:

x = [x]1 x2 x3 x4 x5 x6]
Y [yl y2 y3 y4 y5 y6]

potem zbierzemy w jeden wektor wszystkie odlegtosci wygenerowanych punktéw od srodka uktadu
wspotrzednych (czyli srodka rzutu kopuly na ptaszczyzng XY):

r = [L1 L2 L3 L4 L5 L6]
1 zsumujemy liczby punktow:

n=nl +n2 + n3 + nd4d + n5 + né6

Teraz ,,podniesiemy” punkty z plaszczyzny XY nadajac im wspotrzedne Z, ktore obliczymy z
réwnania liniowego opisujacego tworzaca stozka. Najpierw wygenerujemy wektor z wysokoscia
naszej kopuly n (H=10m, wektor h umozliwi obliczenie wszystkich wspotrzednych Z za pomocy
jednego polecenia):

h = ones(l,n) .* H

a potem zastosujemy rownanie liniowe z = h - r, w ktorym h jest wysoko$cig koputy a r jest
odlegtoscia punktu od jej srodka (proszg zauwazy¢, ze dla r = 0 — z=10 — wierzcholek stozka, a dla
r=10 — z = 0 — zewngtrzny obrys podstawy stozka):

z =h - r

Uktad punktow w przestrzeni 3D mozna obejrze¢ dzigki poleceniom (close (gcf) zamyka
automatycznie poprzedni rysunek):

close (gcf)
plot3(x,vy,z,".")



pause

powinien pojawi¢ si¢ nastepujacy rysunek:

10~

Po zamknigciu rysunku przystagpimy do generacji elementow - wykorzystamy w tym celu technike
triangulacji Delaunay’a, ktora udostgpniona jest w systemie Matlab w poleceniu:

triangulacja = delaunay(x,yVy)
Efekty triangulacji mozna obejrze¢ wywotujac polecenia:
close (gcf)

trimesh(triangulacja, x,Vy)
pause

1 powinien pojawi¢ si¢ rysunek:
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Wynikiem triangulacji jest macierz z numerami weztow przypisanych do trojkatnej siatki
elementow - w oknie komend Matlaba powinni§my zobaczy¢ macierz:

triangulacja =



136 132 133
92 55 56
44 45 81

111 112 128

107 108 126

108 72 73
58 94 57
108 71 72
31 66 30
96 120 95
96 97 121
58 95 94

124 104 105

103 67 104
31 32 67
67 32 68
35 70 34
33 69 68
34 69 33

W wierszu umieszczone sg trzy numery wezlow tworzacych trojkat w siatce, a wierszy jest tyle ile
wygenerowanych zostato trojkatow. My potrzebujemy odrgbnych definicji poszczegdlnych
elementow (czyli poszczegdlnych bokow trojkata, a nie catych trojkatow) i dlatego musimy
,»pociac” te trojkaty na poszczegodlne boki, a nastepnie usunaé powstate duplikaty. Stuzy do tego
specjalnie przygotowane polecenie:

elementy = ZamienTriangulacjeNaElementy (triangulacja,n)

ktére nie tylko wyodrebni numery weztéw definiujacych poszczegdlne elementy, ale jeszcze
posortuje te numery od mniejszych do wigkszych:

elementy =
1 37
1 2
2 37
2 38
2 3
3 4
128 136
131 136
132 136
134 136
135 136

Przyda nam si¢ informacja o liczbie finalnie wygenerowanych elementow:

ne = max(size(elementy))

Teraz mozemy zobaczy¢ nasza siatke elementow w przestrzeni 3D wykonujac specjalnie
przygotowane w tym celu polecenie:

close (gcf)
showmesh3D (elementy,x,vy,z,'r','b")
pause



Funkcja showmesh3D rysuje wezly i siatke osobnymi kolorami, dlatego po argumentach:
elementy, x,y,z trzeba poda¢ jeszcze symbole kolorow: dla weztow ' rr (red) — czerwony i
elementow ' b’ (blue) — niebieski.
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Krok 2 i 3 — utworzenie macierzy sztywnosci dla kazdego elementu oraz skladanie macierzy
sztywnosci elementow w jedna globalng macierz dla calego ukladu

W odroznieniu od poprzednio realizowanych zadan, kroki 2 1 3 zostang przeprowadzone
jednoczesnie ze wzgledu na znaczng liczbe elementow w uktadzie. Wprowadzamy dane
materialowe 1 geometryczne naszego zadania: modut Younga E i pole przekroju poprzecznego
elementow A:

E=200e6
A=0.003

Pozostale stale geometryczne (Le, Thx, Thy i Thz) wyznaczamy ze wspotrzednych weztow
wykorzystujac petle iteracyjng for-end ze wzgledu na znaczng liczbg elementow:

for ie=l:ne

wl = elementy(ie, 1)

w2 = elementy(ie,?2)

[Le(ie), Thx(ie), Thy(ie), Thz(ie)] =
DlugoscKatElementPretowy3D (x(wl),y(wl),z (wl),x(w2),y(w2),z(w2))
end

powyzszy zapis 0znacza:
dla pewnej zmiennej ie, ktéra przyjmuje wartosci od 1 do ne (catkowita liczba elementow)
wykonaj:
przepisz numer pierwszego wezla elementu nr ie do zmiennej wi
przepisz numer drugiego wezla elementu nr ie do zmiennej w2
oblicz dla elementu nr ie: Le, Thx, Thy | Thz funkcjg D1ugoscKatElementPretowy3D
przyjmujgc wspotrzedne x, vy, z pierwszego wezla w1 oraz wspotrzedne x,v | z wezla
drugiego w2
koniec petli



W ten sposob kilkoma linijkami komend wygenerujemy dlugosci re oraz katy Th dla kilkuset
elementéw znajdujacych si¢ w uktadzie. Catkowita liczba stopni swobody w uktadzie n jest rowna
trzykrotnosci liczby weztow n (kazdy wezet ma 3 stopnie swobody):

N=n .* 3

zatem globalna macierz sztywnos$ci powinna mie¢ wymiary N*n (na koncu stawiamy s$rednik, bo to
duza macierz i jej wyswietlenie na ekranie zajmie duzo czasu):

K = zeros (N,N);

Tak jak podczas generacji cech geometrycznych pretow (Le, Th), macierze poszczegdlnych
clementow oraz macierz globalng posktadamy w sposob automatyczny stosujac petle for-end (na
koncu stawiamy s$redniki, bo to duze macierze i ich wyswietlanie w petli na ekranie zajmie bardzo
duzo czasu):

for ie=l:ne
k = SztywnoscElementPretowy3D(E,A,Le(ie), Thx(ie), Thy(ie), Thz (ie));
K = ZlozSztywnoscPretow3D (K, k,elementy(ie,1l),elementy(ie, 2));

end

CO 0znacza:
dla pewnej zmiennej ie, ktéra przyjmuje wartosci od 1 do ne (liczba elementow)
wykonaj:
wyznacz macierz elementu x funkcjq sztywnoscElementPretowy3D (dla elementu nr ie)
710z macierz globalng x 7 macierzy x funkcjgq z10zsztywnoscPretow3D (dla elementu nr ie)
koniec petli

Uzyskamy w ten sposob kompletng macierz globalng uktadu.

Krok 4 — uwzglednienie warunkow brzegowych

Ze wzgledu na rozmiary uktadu réwnan [K]{u}={f} nie mozna go rozpisa¢ w niniejszym skrypcie.
Biorgc jednak pod uwage fakt, iz analizowana konstrukcja oparta jest na podporach zewngtrzng
krawedzig, ktora zostala wygenerowana pierwszymi n1 punktami, mozna wykresli¢ z macierzy
globalnej x pierwsze n1*3 wierszy oraz pierwsze n1+3 kolumn (trzy stopnie swobody w kazdym
punkcie!). Zatem, do dalszych obliczen nalezy skopiowa¢ do macierzy x resztg wierszy i kolumn z
K poczynajac od wiersza i kolumny o numerze p=n1+3+1 a konczac na wierszu i kolumnie o
numerze N:

P nl*3+1
k = K(p:N,p:N)

Z kolei ciezar wlasny kazdego preta wygenerujemy poleceniem (ciezar objetosciowy * pole *
dhugos¢; Matlab wiedzac, ze zmienna e jest wektorem przeprowadzi obliczenia wektorowo i
wygeneruje w wyniku mnozen wektor cigzarow Qe):

Qe = 78.5 .* A .* Le;
Globalny wektor obcigzen weztowych ma dlugosé¢ rowng liczbie stopni swobody w calym uktadzie:
F = zeros(N,1);

Obcigzenie weztowe na koncu kazdego z pretow jest rowne potowie ciezaru pretow potaczonych w
danym wezle:



for ie=1l:ne

wl = elementy(ie,1);

w2 = elementy(ie,2);

F(wl.*3) = F(wl.*3) - Qe(ie) ./ 2;

F(w2.*3) = F(w2.*3) - Qe(ie) ./ 2;
end

powyzszy zapis 0Znacza:
dla pewnej zmiennej ie, ktéra przyjmuje wartosci od 1 do ne (catkowita liczba elementow)
wykonaj:
przepisz numer pierwszego wezta elementu nr ie do zmiennej wi
przepisz numer drugiego wezta elementu nr ie do zmiennej w2
dodaj do wiersza o0 numerze 3*w1 globalnego wektora obcigien v polowe ciezaru elementu ie
dodaj do wiersza o0 numerze 3*w2 globalnego wektora obcigien v polowe cigzaru elementu ie
koniec petli

UWAGA! Kierunek dziatania pola grawitacyjnego jest przeciwny do zwrotu osi Y, dlatego ci¢zary
uwzgledniamy ze znakiem ujemnym.

Po przygotowaniu globalnego wektora obcigzen F, kopiujemy z niego tylko ten fragment, ktory
odpowiada nieznanym przemieszczeniom w uktadzie (tzn. od wiersza p do wiersza n):

f = F(p:N);
1 komplet danych mamy juz przygotowany.

Krok 5 — rozwigzanie rownan
Skonstruowany uktad rownan rozwigzemy poleceniem:

u=k\f
Wyznaczajac nieznane przemieszczenia u.

Krok 6 — obrobka wynikéw (postprocessing)

Majac przemieszczenia wszystkich wezldw, mozemy obliczy¢ reakcje w podporach. Najpierw
zbierzmy przemieszczenia w jeden wektor (dodajemy do wynikow zerowe przemieszczenia podpor
w pierwszych n1 punktach):

u0 = zeros(nl.*3,1);
U = [u0; ul;

a potem wyliczmy komplet sit w uktadzie:
F=K*U

Obejrzymy teraz wyniki obliczen rysujgc oryginalng siatke elementéw (kolorem szarym
wygenerowanym intensywnosciami RGB [Red Blue Green] - [0.5 0.5 0.5])

close (gct)
showmesh3D(elementy,x,vy,z,[0.5 0.5 0.5],[0.5 0.5 0.5]);

oraz siatk¢ zdeformowang przemieszczeniami weztow (na czerwono) stosujac mnoznik do
przemieszczen (1000), aby deformacje byty zauwazalne:

mnoznik = 1000;



X =x + U(1l:3:N)'" .* mnoznik;
Y =y + U(2:3:N)'" .* mnoznik;
Z =z + U(3:3:N)'" .* mnoznik;
showmesh3D (elementy,X,Y,Z,'r','v");

Powinien pojawi¢ si¢ rysunek:

Maksymalne przemieszczenie w uktadzie wyznaczymy poleceniem:

max (abs (U))

a maksymalng warto$¢ sity poleceniem:

max (abs (F))

Zadania do samodzielnego rozwiazania:

Zadanie nr 1.

Powtorzy¢ obliczenia z przyktadu dla koputy w ksztatcie potkuli o rownaniu:

z = sqrt( h."2 - r.”2)

Zadanie nr 2.

Powtorzy¢ obliczenia z przyktadu dla koputy w ksztalcie paraboloidy o rownaniu:
z=h-1./L .* r."2

Zadanie nr 3.

Powtorzy¢ obliczenia z przyktadu dla kopuly w ksztalcie katenoidy o réwnaniu:

z = katena(r, 6.18759227774256)

W ktorym zadaniu maksymalne przemieszczenia sa najmniejsze? Uzasadni¢ odpowiedz.



