Metody Komputerowe
Metoda Elementow Skonczonych

Element tréjwymiarowy liniowy : pret 3D — modelowanie ograniczonej wytrzymalo$ci materiatu

Najprostsze modelowanie ograniczonej wytrzymalosci materiatow na przyktadzie elementu Pret3D
sprowadza si¢ do zastosowania procedury iteracyjnej korekcji wartoSci naprg¢zenia
wygenerowanego w elementach obcigzeniem zewngtrznym. Idea polega na ograniczaniu wartosci
naprezenia rozciggajacego elementy do warto$ci wytrzymatos$ci omax, zdefiniowanej dla danego
materiatu. Procedura ma nast¢pujacy schemat:

1. Dane: START

a) geometria uktadu (A, L, Thx, Thy, Thz)

b t teriat E,
) parame ty mareliatowe ( . Gm,ax) ™ 2. Ulozenie ukladu rownan
c) zatozona tolerancja bledu obliczen (eps) K*U=F
v
3. Uwzglednienie warunkéw brzegowych
k*u=f
v
4.Rozwiazanie ukladu rownan
5. Odbudowa pelnego wektora przemieszczen [«— u=kif
U =10;0;...;u]
v
6. Wyznaczenie wszystkich sil w ukladzie
F=K*U
v A

7. Przyporzadkowanie przemieszczen elementom
ul =[U(1:3); U(4:6)]
u2 =[U(7:9); U(10:12)]
... itd.

v
8. Wyznaczenie naprezen w elementach
s1 = NaprezeniaElementPretowy3D(E,A,L,Thx1,Thyl,Thz1,ul)
s2 = NaprezeniaElementPretowy3D(E,A,L,Thx2,Thy2,Thz2,u2)
... itd.

v

9. Korekcja naprezen w elementach
jezeli sl > omax 10 S1 = Omax
jezeli s2 > Gmax t0 S2 = Gmax

... 1td.

v
10. Wyznaczenie sil wezlowych z naprezen w elementach
fwl = SilyWewnetrzneElementPretowy3D(A, Thx1,Thyl,Thz1,s1)
fw2 = SilyWewnetrzneElementPretowy3D(A, Thx2,Thy2,Thz2,s2)
... itd.

v

A




¢ A
11. Z}ozenie sit wezlowych w jeden globalny wektor sil
Fw = ZlozSilyWewnetrzneElementPretowy3D(A, Thx1,Thyl,Thz1,s1)
Fw = ZlozSilyWewnetrzneElementPretowy3D(A, Thx2,Thy2,Thz2,s2)
... itd.

v
12. Réznica pomiedzy sitami wynikajacymi z naprezen w elementach: Fw
a silami uzyskanymi z operacji: F = K * U (pkt. 6)
dF =Fw-F

v

13. Czy norma wektora
dF jest wigksza od
zalozonego bledu?

norm(dF) > eps ?

14. Ulozenie ukladu rownan
K*dU =dF

v

15. Uwzglednienie warunkow brzegowych
k * du = df

v

16.Rozwiazanie ukladu réwnan
du = k\df

v

17. Odbudowa pelnego wektora przyrostu przemieszczen
dU =[0;0;...;du]

v

18.Aktualizacja wektora calkowitych przemieszczen
U=U+duU

v powrdt do pkt. 61 7

\4

Do zestawu funkcji Matlaba dochodza jeszcze dwie funkcje realizujace obliczenia MES na
elementach pretowych 3D:

ponﬁmzafunkCﬁiZapBanajeStM/p"ku:SilyWewnetrzneElementPretowy3D.m

function f = SilyWewnetrzneElementPretowy3D (A, Thx, Thy,Thz, s)
$funkcja wylicza sily wezlowe na podstawie znanego naprezenia s
%1 geometrii preta

cx = cos(Thx.*pi./180);

cy cos (Thy.*pi./180);

cz cos (Thz.*pi./180);



function Fw = ZlozSilyWewnetrzneElementPretowy3D (Fw,f,wl,w2)
$funkcja sklada sily wezlowe z elementu w wektor sil globalnych
for idof=1:3

dof = wl.*3 - 3 + idof;

Fw(dof) = Fw(dof) + f(idof);
dof = w2.*3 - 3 + idof;
Fw(dof) = Fw(dof) + f(idof+3);

Przykiad nr 1.

Dla podanego uktadu elementéw (rysunek) wykonanych z materiatu o znanym module E = 210GPa
i polu przekroju A = 19.2cm? (katowniki 100x100x10) oraz granicy plastycznosci Smax = 235MPa
(stal S235JRG2), obcigzonego sitg Px=2000kN w wezle 20 i z podporami w weztach od 1 do 4,
wyznaczy¢ przemieszczenia weztdw 1 naprezenia w elementach.
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Rozwigzanie:

Krok 1 — dyskretyzacja zadania



Wszystkie polecenia przepisujemy do skryptu Matlaba, nadajgc mu nazwg ,,zadanie.m”. Skrypt
powinien rozpoczynac si¢ komendami czyszczacymi pami¢¢ i okno komend:

clear;
clc;

po ktorych wprowadzamy state materiatowe 1 geometryczne:
E = 210e6;

Smax = 235e3;
A = 19.2e-4;

Nastepnie wprowadzamy wspotrzedne weztow (x,y,z):

x=[066013555 3 1 1 2 3 4 4 4 3 2 2];
y=[006611135 5 5 3 2 2 2 3 4 4 4 3];
z=[000055555 5 5 510 10 10 10 10 10 10 101;

Zadanie jest podzielone na elementy nastgpujaca komenda:

elementy =[1 5; 1 6; 5 6; 6 7; 2 6; 2 7; 7 8; 8 9; 2 8; 3 8; 3 9; 9 10; 10 11; 3
10; 4 10, 4 11; 11 12; 4 12; 1 12; 5 12; 6 12; 6 8; 8 10; 10 12; 5 13; 5 14; 13
14; 14 15; 7 14; 7 15; 7 1l6; 15 1l6; 16 17; 9 1l6; 9 17; 9 18; 17 18; 18 19; 11
18; 11 19; 11 20; 19 20; 13 20; 5 20; 14 16; 16 18; 18 20; 14 20; o 14; 8 16; 10
18; 12 20; 8 12; 16 20; 6 1l6; 8 18; 10 20; 12 14]1;

UWAGA! Powyzsza komenda musi zosta¢ wpisana w jednej linii skryptu! elementy to macierz, w
ktorej kolejne wiersze oznaczaja kolejne elementy, a w kazdym wierszu sa numery dwoch weztow
definiujacych dany element.

Wyznaczamy liczbg elementdw, liczbe weztow i liczbe stopni swobody w calym uktadzie:

ne = max(size(elementy));
nw = max(size(x));
ndof = nw .* 3;

Poprawno$¢ wygenerowanej struktury mozna sprawdzi¢ rysujac uktad elementow 1 weztdw:

plot3(x,vy,z,"'.")
hold on;
for k=1l:nw
info = sprintf('sd',k);
text (x(k),yv(k),z(k),info);
end
showmesh3D (elementy,x,vy,z,'r','b");
pause
close (gct) ;

powinien pojawic si¢ rysunek:



ktory zamkniemy naciskajac dowolny klawisz.

Krok 2 — utworzenie macierzy sztywnosci dla kazdego elementu i
Krok 3 — skladanie macierzy sztywnos$ci elementow w jedna globalna macierz dla calego
ukladu

W celu oszczgdnosci miejsca w pamigci, generacje danych geometrycznych elementow (dtugosci L
i katy Thx, Thy, Thz), generacj¢ macierzy elementowych (k) i proces sktadania macierzy globalne;j
(K) przeprowadzimy w jednej petli obliczeniowe;j:

K = zeros(ndof,ndof);

for el=l:ne
wl = elementy(el,l);
w2 = elementy(el,?2);
$Ponizsze polecenie nalezy skopiowac W JEDNEJ LINITI!

[L(el), Thx(el), Thy(el),Thz(el)] = DlugoscKatElementPretowy3D(x (wl),y(wl),
z(wl), x(w2), y(w2), z(w2));
k = SztywnoscElementPretowy3D(E,A,L(el),Thx(el),Thy(el),Thz(el));
K = ZlozSztywnoscPretow3D (K, k,wl,w2);
end

Krok 4 — uwzglednienie warunkéw brzegowych i
Krok 5 — rozwiazanie réwnan

Poniewaz podpory znajduja si¢ w pierwszych czterech weztach, to znamy przemieszczenia
pierwszych 4*3=12 stopni swobody (zero!). Zatem, wycinajac te 12 pierwszych wierszy i kolumn z
macierzy K, kopiujemy reszt¢ do macierzy k (tzn. wiersze i kolumny od 13 do ndof):

k = K(13:ndof,13:ndof);
Analogicznie do K, przygotujemy pusty wektor obcigzen F:
F = zeros(ndof,1);

ktory uzupelnimy wartoscig sity 2000 kN dziatajagcg w kierunku X w 20 wezle, czyli w stopniu
swobody nr 20 * 3 -2 = 58:

F(58) = 2000;

Analogicznie do K, wycinamy z wektora obcigzen F tylko te wiersze, ktore odpowiadaja wycigtym
wierszom i kolumnom macierzy k:

f = F(13:ndof);



Stworzony uktad rownan rozwigzemy poleceniem:
U = k\f

wyznaczajac wszystkie nieznane przemieszczenia.
Krok 6 — obrobka wynikéw (postprocessing)

Majac przemieszczenia wszystkich weztow, mozemy obliczy¢ reakcje w podporach. Najpierw
zbierzmy przemieszczenia w jeden wektor (dodajemy do wynikéw zerowe przemieszczenia
podpor):

U= [0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;ul;
a potem wyliczmy komplet sit w uktadzie:
F = K*U;

Naprezenia W kazdym elemencie wyznaczymy z kompletu przemieszczen weztow definiujacych
dany element (w jednej petli obliczeniowe;):

for el=l:ne
Tnumery wezlow elementu O numerze el
wl = elementy(el,1);
w2 = elementy(el,?2);
gnumery stopni swobody

dofl = [wl.*3-2 wl.*3-1 wl.*3];

dof2 = [w2.*3-2 w2.*3-1 w2.*3];

$zebrane z U przemieszczenia elementu o numerze el

u = [U(dofl);U(dof2)];

$naprezenie w elemencie o numerze el

s(el) = NaprezeniaElementPretowy3D(E,L(el),Thx(el),Thy(el),Thz(el),u);

end

Sprawdzimy teraz, ile elementow ma przekroczone naprezenia dopuszczalne Smax:
max (size (find (s>Smax)))

I odczytamy warto$¢ maksymalnego naprezenia w uktadzie:

max(s)

Maksymalna warto$¢ naprezenia wynosi ok. 4.76e5 kPa, tzn. 476 MPa. Uzyskane naprezenia dla 10
elementow przekraczaja dopuszczalng wartos¢ Smax = 235MPa — nalezy przeprowadzi¢ korekcje
naprezen: wszystkie warto$ci przekroczonych naprezen zostang zmniejszone do warto$ci Smax:

for ie=l:ne
if s(ie) > Smax
s(ie) = Smax;
end
end

Po korekcie stanu napr¢zenia nalezy wyznaczy¢ nowe wartosci sit w pretach (wynikajace z nowych
napre¢zen) oraz ztozy¢ je w nowy wektor sit globalnych dziatajacych w catym uktadzie - wykonamy
to w jednej petli obliczeniowej dla wszystkich elementow, zerujac uprzednio nowy wektor sit:

Fw = zeros(ndof,1);
for ie=l:ne



wl = elementy(ie,l);

w2 elementy(ie, 2);

f = SilyWewnetrzneElementPretowy3D (A, Thx (ie), Thy(ie),Thz (ie),s(ie));
Fw = ZlozSilyWewnetrzneElementPretowy3D (Fw,f,wl,w2);

end

Nastepnie policzymy réznicg dF pomiedzy nowym wektorem Fw a dotychczasowym wektorem sit
F obowiazujacym dla naprezen przed korekcja:

d¥ = Fw - F;
1 wytniemy z tej r6znicy tylko ten fragment, ktory nie zawiera podpor (od 13 wiersza):
df = dF(13:ndof);

Mozemy teraz wyznaczy¢ poprawke przemieszezen du w uktadzie, stosujac jako obciazenie roznice
dF:

du = k\df;

nastepnie uzupelnimy wyznaczona poprawke przemieszczen o znane przemieszczenia w

podporach:
dau = [0, 0,;o0,;o0,;0,;0;0;0;0;0;0;O0; dul:;

Wyznaczong pelng poprawke przemieszczen dU dodajemy do uprzednio wyznaczonego wektora
przemieszczen wszystkich weztow uktadu U (uaktualniamy U):

U =U + du;

1 mozemy z nowego U wyznaczy¢ nowe sity F w ukladzie:
F =K * U;

oraz naprezenia we wszystkich elementach:

for el=1l:ne
wl = elementy(el,l);
w2 = elementy(el,?2);

dofl = [wl.*3-2 wl.*3-1 wl.*3];

dof2 = [w2.*3-2 w2.*3-1 w2.*3];

u = [U(dofl);U(dof2)];

s(el) = NaprezeniaElementPretowy3D(E,L(el),Thx(el),Thy(el),Thz(el),u);

end
Jeszcze raz sprawdzimy liczbg elementow, w ktorych przekroczone sa naprezenia maksymalne:
max (size (find(s>Smax)))

oraz sprawdzimy warto$¢ maksymalnego naprezenia w ukladzie:

max (s)

Maksymalna warto$¢ naprezenia wynosi aktualnie ok. 3.19e5 kPa, tzn. 319 MPa (mniej niz przed
korekta). Uzyskane w uktadzie naprezenia przekraczaja dopuszczalng warto§¢ Smax = 235MPa dla
6 elementdéw (poprzednio byto ich 10) — wcigz nalezy przeprowadzac korekcje obcigzen, wszystkie
wartos$ci przekroczonych naprezen powinny by¢ zmniejszone do wartosci Smax. odksztatcony
uktad mozemy obejrze¢ na wykresie stosujagc komendy:



showmesh3D (elementy,x,v,z,'g','g");

mnoznik = 10;

X =x + U(l:3:ndof)"'" .* mnoznik;

Y =y + U(2:3:ndof)"' .* mnoznik;

Z =z + U(3:3:ndof)' .* mnoznik;
showmesh3D(elementy,X,Y,2, 'c',"'rv");
pause

close (gcf) ;
UWAGA! Po naci$ni¢ciu klawisza rysunek zostanie zamknigty.
Zadania do samodzielnego rozwigzania:
Zadanie nr 1.
Kontynuowac¢ obliczenia z Przyktadu nr 1 do momentu, w ktérym norma wektora poprawek sit dF:
disp (norm (dF) )
nie bedzie wigksza od 1.0. Ile nalezy wykona¢ korekt naprezen? lle po obliczeniach wynosi warto$¢
silty bedacej poczatkowym obcigzeniem uktadu (Px w wezle 20)?
Zadanie nr 2.
Jak mozna zautomatyzowac proces korekcji wartosci naprezen w pretach w Zadaniu nr 1?
Zadanie nr 3.
Powtorzy¢ obliczenia z Zadania nr 1 ale zaktadajac, ze material ma tez ograniczong wytrzymatosc¢

na $ciskanie Smin = -235MPa. Ile nalezy wykona¢ korekt naprezen? lle po obliczeniach wynosi
warto$¢ sity bedacej poczatkowym obcigzeniem uktadu (Px w wezle 20)?



