Metody Komputerowe
Metoda Elementow Skonczonych

Element tréjwymiarowy liniowy : pret 3D — modelowanie sprezysto-plastycznosci

Najprostsze modelowanie plastycznego ptynigcia materialow sprowadza si¢ do zastosowania
iteracyjnej procedury odksztatcen lepkoplastycznych, zwanej tez procedura odksztatcen
poczatkowych (ang. initial strain). Idea polega na ograniczaniu warto$ci naprgzenia rozciagajacego
elementy do warto$ci wytrzymatosci omax poprzez wymuszenie plastycznego plynigcia
przeciazonego elementu. Procedura ma nastgpujacy schemat:

1. Dane: START

a) geometria uktadu (A, L, Thx, Thy, Thz)
b) parametry materiatowe (E, 6max) )
c) krok czasowy, np. dt = 10°®

2. Ulozenie ukladu rownan

d) zerowanie odksztatcen lepkoplastycznych K*U=F
i sit redystrybucyjnych w elementach: i
epL1=0,Fri=0 3. Uwzglednienie warunkéw brzegowych
ep2=0,Fr2=0 K*u=f
itd. ...
* A
4. Rozwiazanie ukladu rownan
5. Odbudowa pelnego wektora przemieszczen < u=kif

U =10;0;...;u]

v

6. Wyznaczenie wszystkich sil w ukladzie
(tylko jeden raz — na poczatku obliczen)

Fc=K*U

\ 4
7. Przyporzadkowanie przemieszczen elementom
ul =[U(1:3); U(4:6)]
u2 =[U(7:9); U(10:12)]

... itd.
v
8. Wyznaczenie odksztalcen sprezystych w elementach
el = OdksztalceniaElementPretowy3D(L,Thx1,Thyl,Thz1,ul)
esl=el—epl
e2 = OdksztalceniaElementPretowy3D(L,Thx2,Thy2,Thz2,u2,ep2)
es2 =e2 —ep2
... itd.
v

9. Wyznaczenie napre¢zen w elementach od odksztalcen sprezystych
s1 = NaprezeniaElementPretowy3D(E,esl)
s2 = NaprezeniaElementPretowy3D(E,es2)
... itd.

v

10. Sprawdzenie kryterium wytrzymalosciowego

Fcrl = sl - omax; jezeli Ferl > 0 to element 1 ptynie!

Fcr2 = s2 - omax; jezeli Fer2 > 0to element 2 ptynie!
... itd.

v




11. Czy jakis element
plynie?
Fcr>07?

12. Wyznaczenie przyrostow odksztalcen plastycznych w elementach
depl =Fcrl * 1 *dt
dep2 = Fcr2 * 1 * dt
... itd.

v

13.Aktualizacja calkowitych odksztalcen plastycznych w elementach
epl =epl + depl
ep2 = ep2 + dep2
... itd.

v

14. Wyznaczenie przyrostu fikcyjnych naprezen ,,plastycznych” w elementach
dspl = E * depl
dsp2 = E * dep2
... itd.

v

15. Wyznaczenie przyrostéw redystrybucyjnych sit wezlowych z przyrostéw
naprezen ,,plastycznych” w elementach
dfrl = SilyWewnetrzneElementPretowy3D(A, dspl)
dfr2 = SilyWewnetrzneElementPretowy3D(A, dsp2)
... itd.

v

16. Zlozenie przyrostow redystrybucyjnych sil weztowych w jeden globalny
wektor sil redystrybucyjnych ukladu elementow
Fr = ZlozSilyWewnetrzneElementPretowy3D(Fr, dfrl)
Fr = ZlozSilyWewnetrzneElementPretowy3D(Fr, dfr2)

... itd.
v
17. Aktualizacja redystrybucji sil wezlowych w ukladzie elementow
F=Fc+Fr
v powro6t do pkt. 3

\ 4

Przvkiad nr 1.

Dla podanego uktadu elementow (rysunek) o polu przekroju A = 19.2cm? (katowniki 100x100x10)
wykonanych z materiatu o znanym module E = 210GPa i granicy plastyczno$ci Smax = 235MPa
(stal S235JRG2), sprawdzi¢, czy mozliwe jest przeniesienie obciazenia sita Px=700kN
zaczepionego w wezle 10.
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Rozwiazanie:
Krok 1 — dyskretyzacja zadania

Wszystkie polecenia przepisujemy do skryptu Matlaba, nadajac mu nazwe ,,zadanie.m”. Skrypt
powinien rozpoczynac si¢ komendami czyszczacymi pamig¢ i okno komend:

clear;
clc;

po ktorych wprowadzamy state materiatowe, geometryczne i obciazenie:
E = 210e6;
Smax = 235e3;

A = 19.2e-4;
Px = 700;

przyjmujemy maty krok czasowy:
dt = 8e-9;

oraz (zgodnie z algorytmem) zerujemy odksztalcenia plastyczne elementéw (w uktadzie mamy 10
elementoéw — mozna policzy¢ na rysunku):

ep = zeros(10,1);



a takze wektor sit redystrybucyjnych (w uktadzie mamy 11 weztow — czyli 11 * 3 = 33 stopnie
swobody):

Fr = zeros(33,1);

Nastepnie wprowadzamy wspotrzedne 11 weziow (X,y,z):

Zadanie jest podzielone na 10 elementoéw nastepujaca komenda:

elementy =[1 9; 2 9; 8 9, 9 10, 3 10; 7 10; 10 11; 4 11; 6 11; 5 11];

UWAGA! elementy to macierz, w ktorej kolejne wiersze oznaczaja kolejne elementy, a w kazdym
wierszu sa numery dwoch weziow definiujacych dany element.

Poprawno$¢ wygenerowanej struktury mozna sprawdzi¢ rysujac uktad elementow i weztow:

plot3(x,vy,z,"'.")
hold on;
for k=1:11
info = sprintf('%d',k);
text (x(k),y(k),z(k),info);
end
showmesh3D (elementy,x,vy,z,'r','b");
pause
close(gcf);

powinien pojawic si¢ rysunek:
ktory zamkniemy naciskajac dowolny klawisz.

Krok 2 — utworzenie macierzy sztywnosci dla kazdego elementu i
Krok 3 — skladanie macierzy sztywnosci elementow w jedna globalna macierz dla calego
ukladu

W celu oszczednos$ci miejsca w pamigei, generacje danych geometrycznych elementow (dtugosci L
1 katy Thx, Thy, Thz), generacj¢ macierzy elementowych (k) i proces sktadania macierzy globalne;j
(K) przeprowadzimy w jednej pgtli obliczeniowe;:

K = zeros(33,33);

for ie=1:10

wl = elementy(ie,1);

w2 = elementy(ie,?2);

%Ponizsze polecenie nalezy skopiowac W JEDNEJ LINII!

[L(ie),Thx(ie), Thy(ie),Thz(ie)] = DlugoscKatElementPretowy3D(x(wl),y(wl),

z(wl), x(w2), y(w2), z(w2));
k = SztywnoscElementPretowy3D(E,A,L(ie), Thx(ie), Thy(ie), Thz (ie));
K ZlozSztywnoscPretow3D (K, k,wl,w2);

end

Krok 4 — uwzglednienie warunkow brzegowych i
Krok 5 — rozwigzanie rownan

Poniewaz podpory znajduja si¢ w pierwszych o$miu wezlach, to znamy przemieszczenia
pierwszych 8*3=24 stopni swobody (zero!). Zatem, wycinajac te 24 pierwsze wiersze i kolumny z
macierzy K, kopiujemy reszt¢ do macierzy k (tzn. wiersze i kolumny od 25 do 33):



k = K(25:33,25:33);
Analogicznie do K, przygotujemy pusty wektor obcigzen F:
F = zeros(33,1);

ktory uzupelnimy wartoscia sity PX dziatajaca w kierunku x w 10 wezle, czyli w stopniu swobody
nri0*3-2=28:

F(28) = Px;

Analogicznie do K, wycinamy z wektora obciazen F tylko te wiersze, ktore odpowiadaja wycigtym
wierszom i kolumnom macierzy k:

f = F(25:33);

Stworzony uktad rownan rozwiazemy poleceniem:
u = k\f

wyznaczajac wszystkie nieznane przemieszczenia.
Krok 6 — obrobka wynikéw (postprocessing)

Majac przemieszczenia wszystkich wezldw, mozemy obliczy¢ reakcje w podporach. Najpierw
zbierzmy przemieszczenia w jeden wektor (dodajemy do wynikow zerowe przemieszczenia
podpor):

U= [0;0;0;0;0;0;0;0;,0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;,0;0;ul;

a potem wyliczmy komplet sit w uktadzie:

F
Fc = F;

ktory skopiujemy do Fc i zachowamy ,,na pozniej” (bedziemy go ,,poprawiac” jesli okaze sig, ze
uktad nie wytrzymuje obcigzenia Px).

Teraz przygotujemy (wyzerujemy) wektor kryterium wytrzymatosci, w ktérym bedziemy
przechowywac¢ wartosci przyjgtej funkcji kryterium uplastycznienia (jedna liczba dla kazdego z 10
elementow):

Fcr = zeros (10,1);

Wartosci kryterium wytrzymatosciowego wyznaczymy z naprgzenia W kazdym elemencie, ktore z
kolei obliczymy na podstawie sprezystej czeSci odksztalcen wyznaczonych z kompletu
przemieszczen weztow definiujacych dany element (w jednej petli obliczeniowej):

sdla kazdego elementu od numeru 1 do 10
for ie = 1:10
gnumery wezlow elementu o numerze ie
wl = elementy(ie,1l);
w2 = elementy(ie,2);
gnumery stopni swobody
dofl = [wl.*3-2 wl.*3-1 wl.*3];
dof2 = [w2.%*3-2 w2.*3-1 w2.*3];
$zebrane z U przemieszczenia elementu o numerze ie
u = [U(dofl);U(dof2)];



%calkowite odksztalcenie w elemencie o numerze ie

e(ie) = OdksztalceniaElementPretowy3D(L(ie),Thx(ie),Thy(ie), Thz (ie),u);
sczesc sprezysta odksztalcenia w elemencie o numerze ie

es(ie) = e(ie) - ep(ie);

%naprezenie od czesci sprezystej odksztalcenia w elemencie o numerze ie
s(ie) = E * es(ie);

$funkcja kryterium wytrzymalosciowego w elemencie o numerze ie

Fcr(ie) = s(ie) - Smax;

end

Sprawdzimy teraz, ile elementéw ma przekroczone naprezenia Smax, tzn. w ilu elementach funkcja
kryterium jest wigksza od zera:

nup = size(find (Fcr>0));
info = sprintf('Liczba uplastycznionych elementow = %d',nup(l));
disp(info);

I wyswietlimy maksymalng warto§¢ funkcji kryterium w catym uktadzie elementow:

info = sprintf ('Maksymalna wartos$¢ kryterium = %f',max (Fcr));
disp(info);

W uktadzie mamy jeden przeciazony element, a jego warto$¢ kryterium (czyli ,,przeciazenie’)
wynosi ok. 22799.347 kPa, tzn. 22.8 MPa — element uplastyczni si¢ i ,,popltynie”. Poniewaz nie
wiemy, ktéry to element, uzyjemy ogolnej procedury, ktora wyznaczy odksztatcenia plastyczne
oraz wynikajaca z nich redystrybucje sit wezlowych w ukladzie dla kazdego ,,przeciazonego”
elementu:

%dla kazdego elementu od numeru 1 do 10
for ie=1:10
$sprawdz, czy element o numerze ie jest przeciazany, tzn. czy Fcr > 0
if Fcr(ie) > O
%$element o numerze ie jest przeciazany
$przyrost odksztalcen plastycznych
dep = Fcr(ie) .* 1 .* dt;
$przyrost fikcyjnych naprezen od odksztalcen plastycznych
dsp = dep .* E;
%aktualizacja calkowitych odksztalcen plastycznych
ep(ie) = ep(ie) + dep;
$elementowe sily redystrybucyjne od przyrostu fikcyjnych naprezen
fp = SilyWewnetrzneElementPretowy3D (A, Thx (ie), Thy(ie), Thz (ie),dsp);
$zlozenie elementowych sil redystrybucyjnych w jeden globalny wektor
Fr = ZlozSilyWewnetrzneElementPretowy3D(Fr, fp,wl,w2);
end
end

Majac globalny wektor sit redystrybucyjnych Fr, dokonujemy redystrybucji sit w uktadzie dodajac
Fr do uprzednio zachowanego wektora sit Fc (napisatem wczesniej, ze sig przyda ©):

F = Fc + Fr;

I z tak powstatego wektora ,,poprawionych” sit (po redystrybucji ,,stabsze” elementy ,,oddaty” czes$¢
obciazenia ,,mocniejszym” elementom) wytniemy tylko ten fragment, ktory nie zawiera podpor (od
25 wiersza):

f = F(25:33);

Ponownie wyznaczymy przemieszczenia u w uktadzie, stosujac jako obciazenie nowy wektor sit £
(po redystrybucji obciazen):



u = k\f;
Wyznaczone (nowe) u uzupelnimy o znane przemieszczenia w podporach:
U= 110;0;0;0;0;0;0;0;0;,0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;ul;

1 ponownie sprawdzimy warto$ci kryterium wytrzymatosciowego Fcr w kazdym elemencie,
wyznaczajac po kolei: z kompletu przemieszczen U — odksztatcenia sprezyste, z odksztatcen
sprezystych — naprezenia, a z napr¢zen — funkcje kryterium plastycznosci:

$dla kazdego elementu od numeru 1 do 10
for ie = 1:10
snumery wezlow elementu o numerze ie
wl = elementy(ie,1);
w2 = elementy(ie,2);
snumery stopni swobody
dofl = [wl.*3-2 wl.*3-1 wl.*3];
dof2 [(Ww2.*%3-2 w2.*3-1 w2.*3];
$zebrane z U przemieszczenia elementu o numerze ie
u = [U(dofl);U(dof2)];
$calkowite odksztalcenie w elemencie o numerze ie

e(ie) = OdksztalceniaElementPretowy3D(L(ie),Thx(ie),Thy(ie), Thz (ie),u);
$czesc sprezysta odksztalcenia w elemencie o numerze ie

es(ie) = e(ie) - ep(ie);

$naprezenie od czesci sprezystej odksztalcenia w elemencie o numerze ie
s(ie) = E * es(ie);

$funkcja kryterium wytrzymalosciowego w elemencie o numerze ie

Fcr(ie) = s(ie) - Smax;

end

Sprawdzimy teraz, ile elementéw ma przekroczone naprg¢zenia Smax, tzn. w ilu elementach funkcja
kryterium jest wigksza od zera:

nup = size(find(Fcr>0));
info = sprintf('Liczba uplastycznionych elementow = %d',nup(l));
disp(info);

I wyswietlimy maksymalng warto$¢ funkcji kryterium w catym uktadzie elementow:

info = sprintf ('Maksymalna wartos$¢ kryterium = %f',max (Fcr));
disp(info);

W ukfadzie wciagz mamy jeden przeciazony element, ale jego wartos¢ kryterium (czyli
»przeciazenie”) wynosi tylko ok. 356.19 kPa, tzn. 0.36 MPa — chociaz element wciaz jest
uplastyczniony i ,,ptynie”, to jednak wyraznie spadly w nim napre¢zenia.

Odksztalcony uktad mozemy obejrze¢ na wykresie stosujac komendy:

showmesh3D (elementy,x,v,z,'g','g");

mnoznik = 20;

X =x + U(1l:3:33)"'" .* mnoznik;

Y =y + U(2:3:33)"'" .* mnoznik;

Z =z + U(3:3:33)' .* mnoznik;
showmesh3D (elementy,X,Y,Z, 'c','v");
pause

close (gcf);
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UWAGA! Po nacis$nigciu klawisza rysunek zostanie zamknigty.
Zadania do samodzielnego rozwigzania:
Zadanie nr 1.

Kontynuowac¢ obliczenia z Przyktadu nr 1 do momentu, w ktérym warto$¢ funkcji kryterium bedzie
mniejsza od 1. Ile iteracji obliczeniowych nalezato wykonac?

Zadanie nr 2.

Kontynuowa¢ obliczenia z Zadania nr 1 do momentu, w ktorym zaden z elementéw nie bedzie
przeciazony. Ile iteracji obliczeniowych nalezato wykonac¢?

Zadanie nr 3.

Powtorzy¢ obliczenia z Przyktadu nr 1 i Zadania nr 1 ale zaktadajac, ze obciazenie uktadu Px =
900KN. Co wynika z obliczen (rysunek odksztatconego uktadu)?



