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Wyznaczanie macierzy sztywno�ci dla elementu czterow�złowego Q4 

 

Element czterow�złowy Q4 słu�y do realizacji oblicze� w szczególnych przypadkach 

trójwymiarowego stanu napr��enia i odkształcenia (płaski stan napr��enia, płaski stan 

odkształcenia). Na przykładzie tego elementu poznamy ogóln� ide� zastosowania idei MES w 

mechanice. 

1. Ka�dy układ rozpatrywany pod k�tem równowagi statycznej musi spełnia� równania: 

σji,j + Fi = 0 

które w układzie płaskim mo�na zapisa� w postaci: 
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Powy�szy układ równa� ró�niczkowych definiuje zale�no�� pomi�dzy oddziaływaniami 

zewn�trznymi i reakcjami wewn�trznymi w rozpatrywanym układzie.  

2. Z praktycznego punktu widzenia interesuj� nas jeszcze odkształcenia i przemieszczenia, które 

wzajemnie s� uzale�nione równaniami (zwi�zki geometryczne): 

εij=1/2(ui,j+uj,i) 

tzn. w układzie płaskim: 
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UWAGA! γγγγxy nale�y do odkształce� w konwencji „in�ynierskiej”, a εεεε12 nale�y do konwencji 

tensorowej. 



3. Pozostaje jeszcze zdefiniowa� relacj� pomi�dzy stanem napr��enia i odkształcenia (zwi�zki 

konstytutywne), któr� przyjmiemy sobie w postaci liniowego prawa Hooke'a: 

σij = D εij 

z macierz� spr��ysto�ci D w płaskim stanie odkształcenia (PSO) w postaci: 

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

ν−
ν−ν

νν−

ν−ν+
=

2
21

00

01
01

)21)(1(
E

D  

z macierz� spr��ysto�ci D w płaskim stanie napr��enia (PSN) w postaci: 
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Mamy zatem trzy układy zale�no�ci : F(σ), ε(u) i σ(ε), z których wyprowadzimy równania Metody 

Elementów Sko�czonych w postaci F(u). 

Je�li rozpiszemy: 

• równania z pkt.1. w posta� macierzow� (przenosz�c F na praw� stron�): 
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w skrócie: 

1°°°°. [A]T{σσσσ} = -{f} 

• równania z pkt. 2 w posta� macierzow�: 
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w skrócie: 

2°°°°. {εεεε} = [A]{u} 

• równania z pkt.3 w posta� macierzow� : 



dla PSO: 
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dla PSN: 
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w skrócie: 

3°°°°. {σσσσ} = [D]{εεεε} 

to podstawiaj�c w równaniu 1° za {σ} równanie 3° otrzymamy: 

[A]T[D]{εεεε} = -{f} 

a podstawiaj�c dalej za{ε} równanie 2° : 

[A]T[D][A]{u} = -{f} 

otrzymujemy szukan� zale�no�� F(u). Poniewa� wyeliminowali�my z równa� zarówno macierz 

stanu napr��enia, jak i stanu odkształcenia pozostawiaj�c jako niewiadome jedynie 

przemieszczenia, tak zdefiniowane zagadnienie nazywa si� „sformułowaniem 

przemieszczeniowym” metody. Pełna posta� naszego układu równa� wygl�da nast�puj�co (PSN): 

4°°°°. 
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zatem jest to układ dwóch równa� ró�niczkowych cz�stkowych o niewiadomych w postaci 

składowych stanu przemieszczenia, które musimy rozwi�za� jak�� metod� numeryczn�, np. metod� 

elementów sko�czonych (MES). Rozwi�zywanie równa� ró�niczkowych polega na ich całkowaniu, 

zatem musimy podzieli� obszar, który opisany jest układem powy�szych równa� na cz��ci – 

elementy. Je�li potraktujemy pojedynczy element jako bardzo mały wycinek cało�ci, to b�dziemy 

mogli bez wi�kszej szkody dla dokładno�ci rozwi�zania zast�pi� (aproksymowa� – przybli�y�) 

rzeczywisty przebieg przemieszcze� w danym elemencie przyj�t� (znan�) funkcj�, któr� nazywa si� 

funkcj� kształtu, oznaczan� przez N. Poniewa� ka�dy element definiowany jest przez punkty 



(naro�a-w�zły), to zakłada si�, �e interesuj�ce nas przemieszczenia dotycz� tylko tych punktów, a 

zatem, funkcje kształtu danego elementu definiujemy tylko w w�złach (pó�niej oka�e si�, �e nie 

tylko �). Np., dla elementu czterow�złowego (czworobok) mamy cztery funkcje kształtu: 
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Zadanie 1: 

a) Prosz� przyj�� jakie� warto�ci a i b, a nast�pnie wyliczy� po cztery warto�ci N dla ka�dego z 

czterech w�złów. 

b) Prosz� narysowa� przebieg funkcji N1 po kraw�dziach elementu. Jak b�d� wygl�da� przebiegi 

pozostałych  funkcji N? 

 

Zatem przyj�li�my ju�, �e znamy „kształt” przebiegu warto�ci składowych przemieszczenia w 

elemencie, bo zało�yli�my posta� funkcji kształtu, zatem niewiadom� {u} mo�na wyznaczy� w 

dowolnym miejscu elementu z relacji (znaj�c przemieszczenie samych w�złów {uw}): 
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Skoro znamy ju� przebieg warto�ci składowych przemieszczenia w elemencie wystarczy podstawi� 

do naszego układu dwóch równa� ró�niczkowych 4° zamiast {u} (reprezentuj�cy ci�gły stan 

przemieszcze� w obszarze) - [N]{uw} (reprezentuj�cy dyskretne przemieszczenia wyznaczane w 

obszarze na podstawie znanych funkcji kształtu oraz znanych warto�ci przemieszcze� w w�złach) 

oraz scałkowa� po obszarze elementu: 
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gdzie {fw} – to siły w w�złach. 

Powy�szy układ równa� mo�na zapisa� w postaci: 

[km]{u}={f} 

zatem [km]: 
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gdzie [km] jest macierz� sztywno�ci elementu. Prosz� zauwa�y�, �e proste formy funkcji kształtu 

łatwo si� ró�niczkuj� wzgl�dem x i y, zatem wyznaczanie macierzy sztywno�ci elementu 

czterow�złowego jest rzecz� prost�, lecz pracochłonn�. Dalsze post�powanie przebiega wg 

schematów z poprzednich zaj��. W praktyce jednak rzadko korzysta si� z takiej formy macierzy 

sztywno�ci. 

Inna droga wyprowadzenia macierzy sztywno�ci opiera si� na tzw. podej�ciu energetycznym. 

Zakłada si�, �e całkowita energia potencjalna P analizowanego układu jest wypadkow� energii 

skumulowanej w odkształceniach U i pracy wykonanej przez obci��enia L: 



P = U - L 

Reguła minimalizuj�ca energi� potencjaln� układu wymaga, aby wariacja (zmiana) δP była jak 

najmniejsza, najlepiej równa zero, tj.: 

δP = δU - δL = 0 

Energia odkształce� U zdefiniowana jest w postaci: 

� �� � σε=εσ= dxdy}{}{dxdy}{}{U TT  

lub wariacyjnie: 

� �� � εδσ=σεδ=δ dxdy}{}{dxdy}{}{U TT  

Je�li podstawimy do wzoru na U za {σ} równanie 3° to otrzymamy: 

� � εε= dxdy}]{D[}{U T  

Teraz wykorzystamy nasze funkcje kształtu. Je�li równanie 2° zapiszemy uwzgl�dniaj�c zamiast 

{u} dyskretne warto�ci [N]{uw}: 

{εεεε} = [A][N]{uw} 

i zauwa�ymy, �e składnikami macierzy [A][N] oznaczanej przez [B] s� pochodne funkcji kształtu N 

po zmiennych x i y: 

[B] = [A][N] = 
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(prosz� sprawdzi�!) 

t.j.: 

{εεεε} = [B]{uw} 

a nast�pnie podstawimy do wzoru na U za {ε} powy�sz� zale�no�� to otrzymamy: 

� �= dxdy}u]{B][D[]B[}u{U wTTw  

lub wariacyjnie: 

� � δδ=δ dxdy}u{]B][D[]B[}u{U wTTw  

Natomiast praca obci��e� zewn�trznych L jest zdefiniowana nast�puj�co: 



� �= dxdy}F{}u{L T  

lub wariacyjnie 

� � δ=δ dxdy}F{}u{L T  

(prosz� porówna� z definicj� energii (pracy) oddziaływa� zewn�trznych z wykładu z TSiP dot. 

hiperspr��ysto�ci!). 

Wektor ci�głego stanu przemieszczenia {u} we wzorze na δL te� trzeba zamieni� na form� 

dyskretn� [N]{uw}, zatem: 

� � δ=δ dxdy}F{]N[}u{L TTw  

Teraz wracamy do równania energii potencjalnej i podstawiamy zale�no�ci na δU i δL: 

δP = δU - δL = � � δδ dxdy}u{]B][D[]B[}u{ wTTw - � � δ dxdy}F{]N[}u{ TTw = 0 

wył�czaj�c δ{uw}T otrzymujemy: 

δP = δ{uw}T( � � δ }u{dxdy]B][D[]B[ wT - � � dxdy}F{]N[ T ) = 0 

Bior�c pod uwag� fakt, �e rozpatrujemy jeden element, całkowita zmiana energii potencjalnej 

b�dzie sum� zmian we wszystkich elementach: 
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Powy�szy układ równa� mo�na zapisa� w postaci uproszczonej: 
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czyli nasz znajomy układ: 

[km]{u}={f} 

zsumowany ze wszystkich elementów. 

Oczywi�cie znów macierz sztywno�ci elementu: 

[km] = � � dxdy]B][D[]B[ T  



nie jest łatwo wyznaczy�, ze wzgl�du na całkowanie pochodnych funkcji kształtu (tak jak 

poprzednio). I tu pojawia si� koncepcja lokalnego i globalnego układu współrz�dnych. Do tej pory 

wszystko analizowali�my w jednym globalnym układzie współrz�dnych X-Y, tymczasem mo�na by 

rozpatrywa� ka�dy element niezale�nie w układzie lokalnym, takim, aby podwójna całka po 

powierzchni elementu miała granice powiedzmy od 0 do 1, albo od –1 do 1, tylko trzeba by zadba� 

jeszcze o przeniesienie wyników z lokalnego układu do globalnego. Okazuje si�, �e funkcje 

transformuj�ce układy lokalny i globalny mog� mie� tak� sam� posta�, co funkcje kształtu, a to 

znakomicie upraszcza zagadnienie (element, który ma takie same funkcje kształtu i transformacyjne 

nazywa si� elementem izoparametrycznym). Prze�led�my to na przykładzie naszego elementu 

czterow�złowego. 

 
Na powy�szym rysunku przedstawiono ide� układu lokalnego i globalnego. Ka�dy element w MES 

mo�na z rzeczywistego kształtu przetransformowa� na kształt regularny, np. z dowolnego 

czworok�ta na prostok�t, z dowolnego trójk�ta na trójk�t prostok�tny itd. Jeszcze lepsza byłaby 

transformacja z dowolnego czworok�ta na kwadrat, i tak� transformacj� przedstawia rysunek 

poni�ej. Czworok�t w układzie osi ξ i η staje si� kwadratem o �rodku (przeci�cie przek�tnych) w 

punkcie P. Punkt P w układzie osi ξ i η ma współrz�dne (0,0), natomiast wierzchołki-w�zły 

odpowiednio: 1(-1,-1), 2(-1,1), 3(1,1) i 4(1,-1). 

Funkcje kształtu maj� nast�puj�c� posta�: 

N1 = ¼ (1 - ξ) (1 - η) 

N2 = ¼ (1 - ξ) (1 + η) 

N3 = ¼ (1 + ξ) (1 + η) 

N4 = ¼ (1 + ξ) (1 - η) 
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Przypomn�, �e funkcje te słu�� do wyliczenia przemieszcze� w dowolnym punkcie obszaru 

elementu, je�li znane s� warto�ci w wierzchołkach (interpolacja warto�ci). 

 

Zadanie 2 

a) Prosz� wyliczy� po cztery warto�ci N dla ka�dego z czterech w�złów. 

b) Prosz� narysowa� przebieg funkcji N1 po kraw�dziach elementu. Jak b�d� wygl�da� przebiegi 

pozostałych funkcji N? 

 

Dla elementów izoparametrycznych funkcje te s� jednocze�nie funkcjami transformuj�cymi 

warto�ci współrz�dnych z układu lokalnego do globalnego: 

x = N1 x1 + N2 x2 + N3 x3 + N4 x4 = [N]{x} 

y = N1 y1 + N2 y2 + N3 y3 + N4 y4 = [N]{y} 

gdzie xi ,yi – współrz�dne w�złów w układzie globalnym 

UWAGA! Za ξ i η w definicjach Ni podstawiamy współrz�dne danego miejsca w układzie 

lokalnym, a wyliczamy x i y tego samego miejsca tyle, �e w układzie globalnym. 

 

Zadanie 3 

a) Dla danego ni�ej czworok�ta wyznaczy� współrz�dne punktu A, B i C w układzie globalnym, 

znaj�c ich współrz�dne w układzie lokalnym (odczyta� z wykresu). 
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do kwadratu 



b) Zaznaczy� poło�enie punktów A, B i C w układzie globalnym. 
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Przej�cie z układu globalnego z powrotem do lokalnego nie jest potrzebne. Wszystkie potrzebne 

całki policzymy w układzie lokalnym i przeniesiemy wyniki do układu globalnego. Wraca� nie ma 

po co. Przypomnijmy, �e chcemy scałkowa� pochodne funkcji kształtu po zmiennych globalnych 



x i y, jak zatem posłu�y� si� układem lokalnym? Otó� stosujemy dobrze znan� reguł� 

ró�niczkowania (reguła ła�cuchowa): 
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Poniewa� funkcje kształtu N zale�� od zmiennych lokalnych ξ i η, to łatwo je zró�niczkowa� 

wzgl�dem tych zmiennych. 

 

Zadanie 4 

Policzy� pochodne funkcji kształtu po zmiennych lokalnych: 
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Reguł� ła�cuchow� mo�emy zapisa� macierzowo: 
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macierz pochodnych współrz�dnych układu globalnego po współrz�dnych układu lokalnego nosi 

nazw� macierzy Jacobiego. Prosz� zauwa�y�, �e powy�sza relacja dotyczy przej�cia z układu 

globalnego do lokalnego (wynik działa� po lewej stronie to pochodne w układzie lokalnym). Nas 

jednak bardziej interesuje wyj�cie z układu lokalnego (czyli wynik w układzie globalnym), tote� 

odwracamy relacj� i otrzymujemy: 
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zatem jedyn� rzecz�, jak� musimy policzy�, to elementy odwróconej macierzy Jacobiego. Co jest 

łatwiej policzy�: pochodne współrz�dnych układu lokalnego po globalnych, czy globalnego po 

lokalnych? Je�li przyjrzymy si� równaniom transformacji: 

x = N1 x1 + N2 x2 + N3 x3 + N4 x4 = [N]{x} 

y = N1 y1 + N2 y2 + N3 y3 + N4 y4 = [N]{y} 

które po podstawieniu definicji Ni: 

N1 = ¼ (1 - ξ) (1 - η) 

N2 = ¼ (1 - ξ) (1 + η) 

N3 = ¼ (1 + ξ) (1 + η) 

N4 = ¼ (1 + ξ) (1 - η) 

wygl�daj� nast�puj�co: 

x = ¼ (1 - ξ) (1 - η) x1 + ¼ (1 - ξ) (1 + η) x2 + ¼ (1 + ξ) (1 + η) x3 + ¼ (1 + ξ) (1 - η) x4 

y = ¼ (1 - ξ) (1 - η) y1 + ¼ (1 - ξ) (1 + η) y2 + ¼ (1 + ξ) (1 + η) y3 + ¼ (1 + ξ) (1 - η) y4 

(oczywi�cie xi i yi to stałe i znane warto�ci współrz�dnych w�złów elementu w układzie globalnym) 

to zauwa�ymy, �e łatwiej jest wyznaczy� pochodne współrz�dnych globalnych po lokalnych, 

czyli elementy macierzy Jacobiego. Zatem: 

 

x = ¼ (1 - ξ) (1 - η) x1 + ¼ (1 - ξ) (1 + η) x2 + ¼ (1 + ξ) (1 + η) x3 + ¼ (1 + ξ) (1 - η) x4 =  

= ¼ (1 - η - ξ + ξη) x1 + ¼ (1 + η - ξ − ξη) x2 + ¼ (1 + η + ξ + ξη) x3 + ¼ (1 - η + ξ − ξη) x4 

 

=
ξ∂

∂x
¼ (0 – 0 – 1 + η) x1 + ¼ (0 + 0 – 1 - η) x2 + ¼ (0 + 0 + 1 + η) x3 + ¼ (0 - 0 + 1 - η) x4 = 

= ¼ (-1 + η) x1 + ¼ (-1 - η) x2 + ¼ (1 + η) x3 + ¼ (1 - η) x4 

 

Zadanie 5 

Policzy� pozostałe trzy elementy macierzy Jacobiego (mo�na wykorzysta� wcze�niejsze pochodne 

funkcji kształtu). 



 

Odwrócenie macierzy Jacobiego jest prost� czynno�ci�, ze wzgl�du na fakt, i� jest to zawsze 

macierz 2x2 dla zada� PSO i PSN: 
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det[J] to oczywi�cie wyznacznik z macierzy Jacobiego, który nazywa si� jakobianem: 

det[J] = 
η∂

∂
ξ∂

∂−
η∂

∂
ξ∂

∂ xyyx
 

Zatem mo�emy ju� teraz policzy� pochodne funkcji kształtu po zmiennych globalnych: 
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Poniewa� pochodne funkcji kształtu N po zmiennych lokalnych mamy ju� wyznaczone (Zadanie 4), 

wystarczy przemno�y� je macierzowo (dla ka�dej funkcji N1 ÷ N4 niezale�nie) przez odwrócon� 

macierz Jacobiego i mamy elementy, z których mo�emy uło�y� macierz [B]. 

Wracamy do naszego całkowania, aby wyznaczy� wreszcie macierz sztywno�ci.  

[km] = � � dxdy]B][D[]B[ T  

Wiemy ju�, �e w układzie lokalnym łatwiej si� pracuje (element jest kwadratem, w�zły maj� 

współrz�dne x=±1 i y=±1) i łatwiej powinno si� te� całkowa�, bo granice to –1 do +1. Mimo to, 

całkowanie wci�� jeszcze jest pracochłonne. I tu pojawia si� koncepcja kwadratury Gaussa-

Legendre’a, która przejawia si� w MES tzw. punktami całkowania Gaussa – specjalnymi punktami 

w obszarze elementu, których współrz�dne umo�liwiaj� szybkie całkowanie wg bardzo prostej 

reguły: 

� � dxdy]B][D[]B[ T ≈ ( )�
=

g

1i
i

T
ii ]B][D[]B[]Jdet[w  

tzn. wystarczy dla danego elementu zsumowa� iloczyny : waga * jakobian * BT * D * B dla ka�dego 

punktu Gaussa i mamy całk� policzon� (sekret prostoty tkwi wła�nie w tych specjalnych 

współrz�dnych i w wadze tych szczególnych punktów). W przypadku naszego czworok�ta mamy 

do dyspozycji 1, 4 lub 9 punktów Gaussa – wybierzemy sobie najcz��ciej stosowany układ z 

czterema punktami. 
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Na powy�szym rysunku zaznaczono poło�enie punktów Gaussa. Maj� współrz�dne ��
�

�
��
�

�
±±

3
1

;
3
1

 i 

wagi równe 1 (wszystkie). Wiemy ju� wszystko, co jest potrzebne do wyznaczenia macierzy 

sztywno�ci elementu. Zatem zbierzmy to w cało��: 

1. Musimy zna� parametry materiałowe: E, ν (liniowa spr��ysto�� Hooke’a), �eby wyznaczy� 

macierz [D]; dla PSO: 

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

ν−
ν−ν

νν−

ν−ν+
=

2
21

00

01
01

)21)(1(
E

]D[  

2. Musimy zna� współrz�dne czterech w�złów naszego elementu w układzie globalnym (xi;yi); 

3. Obliczamy pochodne 
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 podstawiaj�c za za ξ i η 

współrz�dne punktów Gaussa w układzie lokalnym, czyli ��
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pochodne musimy wyznaczy� dla ka�dego punktu Gaussa niezale�nie (oczywi�cie mamy 

ju� policzone wzory na te pochodne, wystarczy podstawi� do nich liczby); 

4. Obliczamy warto�ci pochodnych 
η∂
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∂
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∂
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∂ y
,

y
,

x
,

x
wg wzorów z zadania 5, podstawiaj�c za x 

i y współrz�dne w�złów w układzie globalnym, a za ξ i η współrz�dne punktów Gaussa w 

układzie lokalnym (po 4 pochodne dla ka�dego punktu Gaussa); 



5. Obliczamy jakobian; 

6. Obliczamy elementy odwróconej macierzy Jacobiego dla ka�dego punktu Gaussa (znów po 

4 elementy dla ka�dego punktu Gaussa); 

7. mno�ymy macierzowo 
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 dla ka�dej funkcji N1 ÷ N4 

niezale�nie i dla ka�dego punktu Gaussa te� niezale�nie; 

8. Z elementów otrzymanych w punkcie 7, tj. 
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budujemy macierz [B] dla ka�dego punktu Gaussa osobno: 

[B]=
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9. Dla ka�dego punktu Gaussa całkujemy sztywno�� wg formuły mno�enia macierzowego: 

1 * det[J] * [B]T * [D] * [B] 

(jedynka na pocz�tku to waga punktu Gaussa) 

10. Składamy macierz sztywno�ci sumuj�c składniki macierzy otrzymanych w pkt.9 dla 

ka�dego punktu Gaussa (sumowanie macierzowe); 

11. Uff... i koniec. 

 

A teraz chwila wytchnienia: 

Zadanie 6 

Wyznaczy� macierz sztywno�ci elementu z zadania 3 dla E=10MPa i νννν = 0.3. 

 


