Metody komputerowe i obliczeniowe

Metoda Elementéw Skonczonych

Wyznaczanie macierzy sztywnos$ci dla elementu czterowezlowego Q4

Element czteroweztowy Q4 stuzy do realizacji obliczen w szczegdlnych przypadkach
trojwymiarowego stanu napr¢zenia 1 odksztalcenia (ptaski stan napr¢zenia, ptaski stan
odksztatcenia). Na przykladzie tego elementu poznamy ogdlng ide¢ zastosowania idei MES w

mechanice.
1. Kazdy uktad rozpatrywany pod katem réwnowagi statycznej musi spelnia¢ réwnania:
Gjij + F,=0

ktére w uktadzie ptaskim mozna zapisa¢ w postaci:

ot
a&+J+FX =0
ox  dy
Jt,., do
—2+——2+F =0
ox dy °

Powyzszy uklad réwnan rdézniczkowych definiuje zalezno$¢ pomigdzy oddziatywaniami

zewngetrznymi i reakcjami wewngtrznymi w rozpatrywanym uktadzie.

2. Z praktycznego punktu widzenia interesuja nas jeszcze odksztalcenia i przemieszczenia, ktore

wzajemnie sa uzaleznione réwnaniami (zwiazki geometryczne):
1
&= />(ujj+u;5)

tzn. w uktadzie ptaskim:

- X + —
Yo dy  ox

UWAGA! v,y nalezy do odksztalcen w konwencji ,,inzynierskiej”, a €, nalezy do konwencji

tensorowej.



3. Pozostaje jeszcze zdefiniowa¢ relacje pomigdzy stanem naprgzenia i odksztafcenia (zwiazki
konstytutywne), ktdra przyjmiemy sobie w postaci liniowego prawa Hooke'a:
Oij = D €jj

z macierza sprezystosci D w plaskim stanie odksztatcenia (PSO) w postaci:

. 1-v v 0
=—(1+ (1= 2v) \Y% 1-v 0
v)(1-2v _

0 0 1 22\/

z macierza sprezystosci D w plaskim stanie napr¢zenia (PSN) w postaci:

B 1 v 0
D=1 Slv 1 0
-V _

2

Mamy zatem trzy uktady zaleznosci : F(6), €(u) i 6(¢), z ktérych wyprowadzimy réwnania Metody
Elementow Skonczonych w postaci F(u).
Jesli rozpiszemy:

e réwnania z pkt.1. w posta¢ macierzowa (przenoszac F na prawa strong):

0 d

2 0 Zlle,

ox ady o lo_ F,
0 d || Y[ |F

0 — — |t y
dy ox |[L*w

w skrécie:
1°.  [Al'{o} =-{f}

® rownania z pkt. 2 w posta¢ macierzowa:

K
€, ox
u
L R
y ay uy
wola a
| dy  OX |

w skrocie:

2°.  {e}=[Alu}

e rownania z pkt.3 w posta¢ macierzowq :



dla PSO:

o, B I-v v 0 €,
G, ;= VvV 1-v 0 €
I d+v)(1-2v) 1-2v|| ’
Txy 0 0 Xy
2
dla PSN:
o, B 1 v 0 €,
o, = slv 1 0 Ke
I-v l-v
Ty 0 0 o Yy
w skrécie:

3. {o} =[Dle}
to podstawiajac w réwnaniu 1° za {G} réwnanie 3° otrzymamy:

[AT'[D]{e} = -{f}
a podstawiajac dalej za{e} rownanie 2° :

[A]'[DI[A{u} = -{f}

otrzymujemy szukana zalezno$¢ F(u). Poniewaz wyeliminowali§my z réwnan zaréwno macierz
stanu naprezenia, jak 1 stanu odksztalcenia pozostawiajac jako niewiadome jedynie
przemieszczenia, tak zdefiniowane zagadnienie nazywa si¢ ,,sformutowaniem

przemieszczeniowym’ metody. Pelna posta¢ naszego uktadu réwnan wyglada nastepujaco (PSN):

do’u, 1-va’u, d’u, 1-vo’u,
x4 X4V + _E
E | ox 2 dy oxdy 2 0Jyox |_ x
1-v*| 9%, 1-vo®u, 1-vodu, du, | |-F
Vo X+ x4+ o+
dyox 2 oJxdy 2 Ox dy

4e.

zatem jest to uktad dwoéch réwnan rézniczkowych czastkowych o niewiadomych w postaci
sktadowych stanu przemieszczenia, ktére musimy rozwiaza¢ jaka$ metoda numeryczna, np. metoda
elementow skoficzonych (MES). Rozwigzywanie réwnan rézniczkowych polega na ich catkowaniu,
zatem musimy podzieli¢ obszar, ktdry opisany jest uktadem powyzszych réwnan na czgsci —
elementy. Jesli potraktujemy pojedynczy element jako bardzo maly wycinek catosci, to bedziemy
mogli bez wigkszej szkody dla doktadno$ci rozwiazania zastapi¢ (aproksymowacé — przyblizy¢)
rzeczywisty przebieg przemieszczen w danym elemencie przyj¢ta (znang) funkcja, ktéra nazywa sig

funkcja ksztaltu, oznaczana przez N. Poniewaz kazdy element definiowany jest przez punkty



(naroza-wegzly), to zaklada sig, Ze interesujace nas przemieszczenia dotycza tylko tych punktéw, a

zatem, funkcje ksztaltu danego elementu definiujemy tylko w wezlach (pdézniej okaze sig, ze nie

tylko ©). Np., dla elementu czterowgztowego (czworobok) mamy cztery funkcje ksztattu:

Zadanie 1:

z
Il
/N
[—
|
o |

N——
o<

Z
[
Il
VR
—
|
o |

Z
w
1]
o<

Z
I

B
o e o |

VR
[—
|
o <
N——

N—
77N\
[a—
|

o <

N—

AY
2 3
1 4
>X
a

a) Prosze przyjac jakies wartosci a i b, a nastepnie wyliczy¢ po cztery wartosci N dla kazdego z

czterech weztow.

b) Prosze narysowaé przebieg funkcji N; po krawedziach elementu. Jak bedq wyglgdac przebiegi

pozostatych funkcji N?

Zatem przyjeliSmy juz, ze znamy ,ksztalt” przebiegu wartosci skladowych przemieszczenia w

elemencie, bo zatozyliSmy posta¢ funkcji ksztattu, zatem niewiadoma {u} mozna wyznaczy¢ w

dowolnym miejscu elementu z relacji (znajac przemieszczenie samych weztéw {u™}):

czyli:

ux:[Nl N, N N4]

uy:[Nl N, N N4]

=[NI{u;'}

=[N}{u})




0 N,

|0 N, 0

0 N,
N, 0

0 N,
N, 0

X

N

y

0

N,

=[NJ{u"}

|

Skoro znamy juz przebieg wartosci sktadowych przemieszczenia w elemencie wystarczy podstawic

do naszego uktadu dwoéch réwnan rézniczkowych 4° zamiast {u} (reprezentujacy ciagly stan

przemieszczen w obszarze) - [N]{u"} (reprezentujacy dyskretne przemieszczenia wyznaczane w

obszarze na podstawie znanych funkcji ksztattu oraz znanych wartosci przemieszczen w wezlach)

oraz scatkowac po obszarze elementu:

[aNi ON; 1-voN, aij (vaNi ON;  1-voN, oN,

E 2t ox O0x 2 ay ay ox ay 2 ay ox WY _ (fW

1_V2££ VaNi (-91\1J,+1_\,31\1i oN;\ (oN, aNj+1_VaNi oN, dxdy{u™} ={f"}
dy Ox 2 oJx dy dy dy 2 dx ox i.j-1,2,3.4

gdzie {f"} — to sity w weztach.

Powyzszy uktad réwnan mozna zapisa¢ w postaci:

[km{u}={f}

zatem [Kp]:
ON, ON, 1—voN, oN, ON; ON; 1-v 0N, oN,
Eorrflox ox T 2 ay oy ) ox ay T 2 ay
a X Ox y oy X oy yoox
o= dxd
[kn] 1—v2££ ON, ON; 1-VvoN, dN;) (0N, ON; 1-v N, oN; -

I

\Y +
(ay ox 2 0x dy

+
dy dy 2 0x OX

j i,j=1,2,3,4

gdzie [ky] jest macierza sztywnosci elementu. Prosze zauwazy¢, ze proste formy funkcji ksztattu

fatwo si¢ rézniczkuja wzglegdem x i1 y, zatem wyznaczanie macierzy sztywno$ci elementu

czteroweztowego jest rzecza prosta, lecz pracochtonna. Dalsze postgpowanie przebiega wg

schematéw z poprzednich zaje¢. W praktyce jednak rzadko korzysta si¢ z takiej formy macierzy

SZtywnosci.

Inna droga wyprowadzenia macierzy sztywnosci opiera si¢ na tzw. podej$ciu energetycznym.

Zaklada sig, ze catkowita energia potencjalna P analizowanego uktadu jest wypadkowa energii

skumulowanej w odksztalceniach U i pracy wykonanej przez obciazenia L:



P=U-L

Reguta minimalizujaca energi¢ potencjalna uktadu wymaga, aby wariacja (zmiana) 0P byla jak
najmniejsza, najlepiej réwna zero, tj.:
OP=38U-0L =0

Energia odksztalcen U zdefiniowana jest w postaci:
U =[[{o}"{e}dxdy = [ [{e}" {c}dxdy
lub wariacyjnie:
oU = ”5{£}T{G}dxdy = ”{G}T o{e}dxdy
Jesli podstawimy do wzoru na U za {G} réwnanie 3° to otrzymamy:
U = [[{e}" [D){e}dxdy

Teraz wykorzystamy nasze funkcje ksztattu. Jesli rownanie 2° zapiszemy uwzgledniajac zamiast
{u} dyskretne warto$ci [N]{u"}:
{€} = [A]IN{u"}

1 zauwazymy, ze sktadnikami macierzy [A][N] oznaczanej przez [B] sa pochodne funkcji ksztattu N
po zmiennych x i y:

oN, oN oN oN
0 2 0o -2 0 =% 0
0x ox 0x 0x
Bl=[AIN]=| 0 oN, 0 oN, 0 oN, 0 oN,
dy dy dy dy
ON, ON, ON, ON, ON, ON, oN, ON,
| dy ox dy ox dy Ox ady ox |

(prosze sprawdzié!)
t.j.:
{e} = [BKu"}
a nastgpnie podstawimy do wzoru na U za {€} powyzsza zalezno$¢ to otrzymamy:
U =[[{u"}"[B]'[D][B]{u" }dxdy
lub wariacyjnie:

8U = [ [8{u"}'[B]"[D][B]&{u" }dxdy

Natomiast praca obciazen zewngtrznych L jest zdefiniowana nastgpujaco:



L= ”{u}T{F}dxdy
lub wariacyjnie
8L = [ [ 8{u}" {F}dxdy
(prosze poréwnac¢ z definicja energii (pracy) oddziatywan zewngtrznych z wykladu z TSiP dot.
hipersprgzystosci!).
Wektor ciaglego stanu przemieszczenia {u} we wzorze na OL tez trzeba zamieni¢ na formg

dyskretna [N]{u"}, zatem:
oL = Hﬁ{uw }'IN]"{F}dxdy
Teraz wracamy do réwnania energii potencjalnej i podstawiamy zalezno$ci na dU i oL:
0P =06U-0L = ” &{u"}T[B]"[D][B]d{u" }dxdy - Hﬁ{uw J'IN]"{F}dxdy = 0
wytaczajac 8{u"}" otrzymujemy:
8P = 8{u"} ([ [[BI"[DI[Bldxdy 8{u"}- [[[N]"{F}dxdy) =0

Biorac pod uwage fakt, Zze rozpatrujemy jeden element, calkowita zmiana energii potencjalnej

bedzie suma zmian we wszystkich elementach:

>8P = 3(8(u"y ([ [[BI'[DI[Bldxdy 8(u™ - [ [IN] (Fjdxdy]) =0
zatem: v

Y ( [[[BI"[DI[Bldxdy 8{u"}- [ [[N]" {F}dxdy ); = 0
i=1

lub:
> [[[BI"[DIBldxdy 3{u™}) = 3 ( [ [[NI (Fldxdy )
i=l i=1

Powyzszy uktad réwnah mozna zapisa¢ w postaci uproszczone;j:
> [km]j =X [f]i
i=1 i=1

czyli nasz znajomy uktad:

[km{u}={f}
zsumowany ze wszystkich elementow.

OczywiScie zn6w macierz sztywnosci elementu:

[knl = [[[B]"[D][Bldxdy



nie jest latwo wyznaczy¢, ze wzgledu na calkowanie pochodnych funkcji ksztaltu (tak jak
poprzednio). I tu pojawia si¢ koncepcja lokalnego i1 globalnego uktadu wspétrzednych. Do tej pory
wszystko analizowaliSmy w jednym globalnym uktadzie wspéirzednych X-Y, tymczasem mozna by
rozpatrywa¢ kazdy element niezaleznie w ukladzie lokalnym, takim, aby podwdjna catka po
powierzchni elementu miata granice powiedzmy od 0 do 1, albo od —1 do 1, tylko trzeba by zadbac¢
jeszcze o przeniesienie wynikow z lokalnego uktadu do globalnego. Okazuje sig, ze funkcje
transformujace uktady lokalny i globalny moga mie¢ taka sama posta¢, co funkcje ksztattu, a to
znakomicie upraszcza zagadnienie (element, ktéry ma takie same funkcje ksztattu i transformacyjne

nazywa si¢ elementem izoparametrycznym). PrzesledZmy to na przykladzie naszego elementu

czteroweztowego.
y' vi
3
(0,Db)
2 3
uktad
uktad globalny
lokalny 1
4
1 4
| A x' > 3
(a,0)

Na powyzszym rysunku przedstawiono ide¢ uktadu lokalnego i globalnego. Kazdy element w MES
mozna z rzeczywistego ksztattu przetransformowaé na ksztalt regularny, np. z dowolnego
czworokata na prostokat, z dowolnego trdjkata na tréjkat prostokatny itd. Jeszcze lepsza bytaby
transformacja z dowolnego czworokata na kwadrat, i taka transformacj¢ przedstawia rysunek
ponizej. Czworokat w uktadzie osi § i 1 staje si¢ kwadratem o $rodku (przeciecie przekatnych) w

punkcie P. Punkt P w uktadzie osi § i M ma wspétrzedne (0,0), natomiast wierzchotki-wezty
odpowiednio: 1(-1,-1), 2(-1,1), 3(1,1) 1 4(1,-1).

Funkcje ksztattu maja nastgpujaca postac:
Ni=%(1-85d-m)
No=%(1-8(1+m)
N3=% 1+ (1+m)

Ni=1%(1+8) (1-n)



uktad osi
transformujacy
dowolny czworokat
do kwadratu

Przypomng, ze funkcje te stuza do wyliczenia przemieszczen w dowolnym punkcie obszaru

elementu, jesli znane sa warto$ci w wierzchotkach (interpolacja wartos$ci).

Zadanie 2

a) Prosze wyliczy¢ po cztery wartosci N dla kaZdego 7 czterech weztow.

b) Prosze narysowad przebieg funkcji N; po krawedziach elementu. Jak bedq wyglgdac przebiegi
pozostatych funkcji N?

Dla elementéw izoparametrycznych funkcje te sa jednoczesnie funkcjami transformujacymi

wartosci wspoétrzednych z uktadu lokalnego do globalnego:
X =N1 X1+ N2X2 + N3X3 + N4X4 = [N]{X}

y=Niyi +Noy2 + N3ys + Nays = [N]{y}

gdzie x; ,y; — wspotrzedne weztéw w uktadzie globalnym

UWAGA! Za & i n w definicjach N; podstawiamy wspé6irzedne danego miejsca w ukladzie

lokalnym, a wyliczamy X i y tego samego miejsca tyle, ze w uktadzie globalnym.

Zadanie 3
a) Dla danego nizej czworokqta wyznaczy¢ wspotrzedne punktu A, B i C w uktadzie globalnym,

znajqc ich wspotrzedne w uktadzie lokalnym (odczytacé z wykresu).



b) Zaznaczyé potoZenie punktow A, B i C w uktadzie globalnym.
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Przejécie z uktadu globalnego z powrotem do lokalnego nie jest potrzebne. Wszystkie potrzebne
catki policzymy w uktadzie lokalnym i przeniesiemy wyniki do uktadu globalnego. Wraca¢ nie ma

po co. Przypomnijmy, Ze chcemy scatkowa¢ pochodne funkcji ksztalttu po zmiennych globalnych



x iy, jak zatem postuzy¢ si¢ uktadem lokalnym? Otéz stosujemy dobrze znang regule

rézniczkowania (reguta fancuchowa):

ON _ N g
ox  d€ ox
lub
N _ 0N ox
o0& ox ok

Poniewaz funkcje ksztaltu N zaleza od zmiennych lokalnych & i m, to tatwo je zrézniczkowaé

wzgledem tych zmiennych.

Zadanie 4
Policzyé pochodne funkcji ksztattu po zmiennych lokalnych:

oN, oN, oN, N,
g g g g

oN, _ oN, _ N, _ oN, _
on on an an

Regute tancuchowa mozemy zapisa¢ macierzowo:

A [x o) (2
dE | _| 9 OE |)ox =[] ox
O fox dy[| 9 9
an) |on onJloy dy
I9x dy
_| & 98
U1=|5% 3y
o  dn

macierz pochodnych wspétrzednych uktadu globalnego po wspétrzednych uktadu lokalnego nosi
nazwe¢ macierzy Jacobiego. Prosze zauwazy¢, ze powyzsza relacja dotyczy przej$cia z ukladu
globalnego do lokalnego (wynik dziatah po lewej stronie to pochodne w uktadzie lokalnym). Nas
jednak bardziej interesuje wyjscie z uktadu lokalnego (czyli wynik w ukladzie globalnym), totez

odwracamy relacj¢ i otrzymujemy:



0 d

ox | _rypt) %
9 —[J]li
ady on

zatem jedyna rzecza, jaka musimy policzy¢, to elementy odwrdéconej macierzy Jacobiego. Co jest
fatwiej policzy¢: pochodne wspétrzednych ukiadu lokalnego po globalnych, czy globalnego po

lokalnych? Jesli przyjrzymy si¢ rownaniom transformacji:
X =Nj X1 + Noxp + N3y x3 + Ny xq4 = [N]{x}
y=Niyi+Noy2 + Nays + Nays = [N]{y}
ktére po podstawieniu definicji Nj:
Ni=%(1-§d-m)
No=%(1-8(1+m)
N3=Y%(1+8&) (1+m)
Ny=Y%(1+8&) (1-m)
wygladaja nastepujaco:
x=%A-A-Mx+%A-A+Mx+% 1+ A+ x3+%(1+&E(1-1n)xy4
Y=Y (-8 A-My +% -5 A +My,+% (1 +E (1+M)ys+% (1 +8) (1-1)ys
(oczywiscie x; 1 y; to stale 1 znane warto$ci wspotrzgdnych weziéw elementu w uktadzie globalnym)

to zauwazymy, ze latwiej jest wyznaczy¢ pochodne wspoélrzednych globalnych po lokalnych,

czyli elementy macierzy Jacobiego. Zatem:

x=%1-HA-Mxi+%A-)T+Mx2+% 1+ A +Mx3+% (1 +E (1 -M)x4=

=(l-n-E+&)xi+%1+M-E-Exx+% 1 +n+E+E)xs+% (1-N+E-En) x4

32:%(0—0—1+n)x1+%(0+0—1—n)xz+%(0+0+1+T])X3+%(0—0+1—T])X4=

=L+ X +% G- xo+ % (1+1) X3+ % (1-1) x4

Zadanie 5
Policzyé pozostate trzy elementy macierzy Jacobiego (mozna wykorzystaé wczesniejsze pochodne

Junkcji ksztattu).



Odwrécenie macierzy Jacobiego jest prosta czynnoscia, ze wzgledu na fakt, iz jest to zawsze

macierz 2x2 dla zadan PSO 1 PSN:

dy _dy

_ 1 on o
' =

U] det[J]| _9x ox

am ok

det[J] to oczywiScie wyznacznik z macierzy Jacobiego, ktéry nazywa si¢ jakobianem:

Zatem mozemy juz teraz policzy¢ pochodne funkcji ksztattu po zmiennych globalnych:

N[N
x| _yyt) 98
oN=UTaR
ady on
Poniewaz pochodne funkcji ksztattu N po zmiennych lokalnych mamy juz wyznaczone (Zadanie 4),
wystarczy przemnozy¢ je macierzowo (dla kazdej funkcji Ny + Ny niezaleznie) przez odwrdcona

macierz Jacobiego i mamy elementy, z ktérych mozemy utozy¢ macierz [B].

Wracamy do naszego catkowania, aby wyznaczy¢ wreszcie macierz sztywnosci.
[kn] = [[[B]"[D][Bldxdy

Wiemy juz, ze w ukladzie lokalnym tatwiej si¢ pracuje (element jest kwadratem, wegzly maja
wspolrzedne x=+1 i y=t1) i tatwiej powinno si¢ tez catkowaé, bo granice to —1 do +1. Mimo to,
catkowanie wciaz jeszcze jest pracochionne. I tu pojawia si¢ koncepcja kwadratury Gaussa-
Legendre’a, ktora przejawia si¢ w MES tzw. punktami catkowania Gaussa — specjalnymi punktami
w obszarze elementu, ktérych wspétrzedne umozliwiaja szybkie calkowanie wg bardzo prostej

reguty:
JJIBI"[DI{Bldxdy ~ 3 w, detlJ |, (BI' (DI[B1),

tzn. wystarczy dla danego elementu zsumowac iloczyny : waga * jakobian * B'*D * B dla kazdego
punktu Gaussa i mamy catk¢ policzong (sekret prostoty tkwi wlasnie w tych specjalnych
wsp6trzednych 1 w wadze tych szczegdlnych punktéw). W przypadku naszego czworokata mamy
do dyspozycji 1, 4 lub 9 punktéw Gaussa — wybierzemy sobie najczesciej stosowany uklad z

czterema punktami.
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Na powyzszym rysunku zaznaczono potozenie punktow Gaussa. Maja wspétrzedne (i \g ;i\g j i

wagi réwne 1 (wszystkie). Wiemy juz wszystko, co jest potrzebne do wyznaczenia macierzy

sztywnosci elementu. Zatem zbierzmy to w cato$¢:

1.

Musimy zna¢ parametry materialowe: E, v (liniowa sprezystos¢ Hooke’a), zeby wyznaczy¢

macierz [D]; dla PSO:

B 1-v v 0
[D]=—(1+ 1-2v) v 1-v 0
v)(1-2v _

0 0 1 22\/

Musimy zna¢ wspolrzedne czterech weztow naszego elementu w uktadzie globalnym (x;;y;);

oON, oN, dN, dN, oN, oN, oN, oN, .. .
> , , , ST , odstawiajac za za ¢ i

oo an g am ag e POCEMERCIZSIM

Obliczamy pochodne

wspolrzedne punktéw Gaussa w ukladzie lokalnym, czyli (i \g;i\gj; wszystkie

pochodne musimy wyznaczy¢ dla kazdego punktu Gaussa niezaleznie (oczywiscie mamy
juz policzone wzory na te pochodne, wystarczy podstawi¢ do nich liczby);

ox dx dy dy

Obliczamy wartosci pochodnych —,—,—,—— wg wzordw z zadania 5, podstawiajac za x
9§ dan 9§ an
i y wspétrzedne weztéw w uktadzie globalnym, a za & i | wsp6trzedne punktéw Gaussa w

uktadzie lokalnym (po 4 pochodne dla kazdego punktu Gaussa);



5. Obliczamy jakobian;
6. Obliczamy elementy odwrdconej macierzy Jacobiego dla kazdego punktu Gaussa (znéw po

4 elementy dla kazdego punktu Gaussa);

N N
7. mnozymy macierzowo [J]™ gg i otrzymujemy gf\% dla kazdej funkcji N; + Ny
o dy

niezaleznie i dla kazdego punktu Gaussa tez niezaleznie;

ON, oN, ON, oON, oN, oN, JN, oN,
ox " dy ox dy ox dy Ox 9y

8. Z elementéw otrzymanych w punkcie 7, tj.

budujemy macierz [B] dla kazdego punktu Gaussa osobno:

oN, 0 oN, 0 oN, 0 oN,, 0
ox 5 ox 5 ox 5 ox 5
N N N N
B=| 0 2 o 2 oo oo T
[B] dy dy dy dy
ON, ON, ON, ON, ON, ON, oN, ON,
| dy ox dy ox dy Ox ay ox |

9. Dla kazdego punktu Gaussa catkujemy sztywnos$¢ wg formuty mnozenia macierzowego:
1 # det[J] * [B]" * [D] * [B]
(jedynka na poczatku to waga punktu Gaussa)
10. Sktadamy macierz sztywnosci sumujac skladniki macierzy otrzymanych w pkt.9 dla
kazdego punktu Gaussa (sumowanie macierzowe);

11. Uff... i koniec.

A teraz chwila wytchnienia:
Zadanie 6

Wyznaczyé macierz sztywnosci elementu 7 zadania 3 dla E=10MPai v=0.3.



