Metody komputerowe i obliczeniowe

Metoda Elementéw Skonczonych

Wyznaczanie macierzy sztywnos$ci dla elementu czterowezlowego Q4

Rozwiazania zadan

Zadanie I:

a) Prosze przyjaé jakies wartosci a i b, a nastgpnie wyliczyé po cztery wartosci N dla kazdego z
czterech weztow.

b) Prosze narysowa’ przebieg funkcji N; po krawedziach elementu. Jak bedq wyglgdac przebiegi
pozostatych funkcji N?
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Rozwiazanie a): dlaa =2 1b =3 mamy:

Wezel nr 1 ma wspétrzedne x =0iy =0

No=[1=201-2 = N, =[1-2)%20, N, 22020 N, =910 20,
2 3 2)3 P23 20 3

Wezel nr 2 ma wspétrzedne x =01y =3

N1=(1—0J(1—3j=0; N2=(1—0j3=1; N, =93, N4:0(1_3j=0;
273 2)3 23 o\ 73

Wezel nr 3 ma wspétrzedne x =21y =3

No=[1-2]1-3 )20, N =[1-2)2 =0, N, =221 N, =2[1-3) =0,
2 3 2)3 723 2 3

Wezetl nr 4 ma wspotrzgdne x =21y =0

2 3 2)3 23 2 3



Rozwiazanie b):

Dla wezta nr 1 Dla wezta nr 2 Dla wezta nr 3 Dla wezta nr 4
1 1
1 1
Zadanie 2

a) Prosze wyliczy¢ po cztery wartosci N dla kaZdego 7 czterech weztow.

b) Prosze narysowaé przebieg funkcji N; po krawedziach elementu. Jak bedq wyglgdac przebiegi

pozostatych funkcji N?
Funkcje ksztaltu maja nastepujaca postac:

Ni=%4@1-91A-n)
No=%(1-81+m)
Na=%1+E A +m)

Nyg=%4(1+8A-1m)

A element ma takie wspodtrzedne lokalne wierzchotkéw (zawsze): 1(-1,-1), 2(-1,1), 3(1,1) 1 4(1,-1).

Zatem, dla wierzchotka nr 1:

Ni=%1--1)1--1)=1; No=%(1--1)(1+-1)=0;

Ny=%u(1+-1)(1+-1)=0; Nyg=%(1+-1)(1--1)=0;
Zatem, dla wierzchotka nr 2:

Ni=%{1--1)(1-1)=0; No=ta(l--)(1+1)=1;

Ny=%(1+-1)(1+1)=0; Ny=%(1+-1)(1-1)=0;
Zatem, dla wierzchotka nr 3:

Ni=%(1-1)1-1)=0; No=%(1-1)1+1)=0;

N;=%(1+1)A+1)=1; Ny=%(1+1)(1-1)=0;

Zatem, dla wierzchotka nr 4:



Ni=¥4(1-1)(1--1)=0; No=la(l-1D(d+-1)=0;
N:3=¥(1+1)A+-1)=0; Ny=a(1+1)(A--1)=1;

Wykresy sa takie same jak w zadaniu nr 1.

Zadanie 3
a) Dla danego nizej czworokqta wyznaczyé wspotrzedne punktu A, B i C w uktadzie globalnym,
znajqc ich wspotrzedne w uktadzie lokalnym (odczytaé z wykresu).
b) Zaznaczyé potoZenie punktow A, B i C w uktadzie globalnym.
Rozwiazanie a): wspdtrzedne punktéw w uktadzie lokalnym:
A:E=-05im=0.5 B:£=0.5in=0.25 C:£=0.25in=-0.75

Uktad lokalny
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Odpowiadajace im wartos$ci funkcji ksztattu:

dla punktu A:
N;=%(1--05)(1-0.5)=0.1875
N> =% (1--0.5) (1 +0.5)=0.5625
N3 =% (1+-0.5)(1+0.5)=0.1875
Ny =% (1+-0.5)(1-0.5)=0.0625
dla punktu B:

N =% (1-0.5)(1-0.25)=0.09375



N> =% (1-0.5) (1 +0.25)=0.15625
N3 =% (1+0.5) (1 +0.25) =0.46875
Ns=% (1+0.5)(1-0.25)=0.28125
dla punktu C:
N; =% (1-0.25) (1 --0.75) = 0.328125
N> =% (1-0.25) (1 +-0.75) = 0.046875
N3 =% (1+0.25) (1 +-0.75) =0.078125

Ny =% (1+0.25) (1 --0.75) = 0.546875

Funkcje transformujace wartosci wspoéirzednych z uktadu lokalnego do globalnego maja postac:
X= N1 X1 + N2X2 + N3X3 + N4X4 = [N]{X}
y=Ni1y1 +N2y2 + N3y3 + Nays = [NI{y}

gdzie za x; ,y; podstawiamy wspdtrzedne weztow w uktadzie globalnym

Wspétrzedne wierzchotkéw w uktadzie globalnym:

x;1=101y; =10; X2 =151y, =30; x3=351y3=25; X4=251y4=5;

Uktad globalny
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Zatem wspoétrzedne punktu A w uktadzie globalnym policzymy z formut:

Dla punktu A:

xa = 0.1875 * 10 + 0.5625 * 15 + 0.1875 * 35 + 0.0625 * 25 = 18.44



ya=0.1875* 10 + 0.5625 * 30 + 0.1875 * 25 + 0.0625 * 5 = 23.75
Dla punktu B:
xg = 0.09375 * 10 + 0.15625 * 15 + 0.46875 * 35 + 0.28125 * 25 =26.72
yB = 0.09375 * 10 + 0.15625 * 30 + 0.46875 * 25 + 0.28125 * 5 = 18.75
Dla punktu C:
xc =0.328125 * 10 + 0.046875 * 15 + 0.078125 * 35 + 0.546875 * 25 = 20.39

yc =0.328125 * 10 + 0.046875 * 30 + 0.078125 * 25 + 0.546875 * 5 =9.38

Uktad globalny
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Zadanie 4
Policzyé pochodne funkcji ksztattu po zmiennych lokalnych:

oN, . oN, oN, oN,
—L=14(1- —= =11 —2 =14 (1 —* = (1 -
2 4(1-m) o 4(1+m) P 4(1+m) PR 4(1-m)
oN, . oN, oN, oN,

— =4 (1- —2 =Y (1 - —2 =4 (1 —t =141

o 4(1-8) 3 4(1-9) on 4(1+8) on 4(1+8)
Zadanie 5

Policzyé elementy macierzy Jacobiego (mozna wykorzystaé pochodne 7 zadania 4).

Po podstawieniu rownan na funkcje ksztaltu do réwnan transformacji wspétrz¢dnych otrzymujemy:
x=%1-)A-Mxi+%A-A+Mx2+% 1+ A +mMx3+% 1 +E (1-1n)x4

y=%1-A-Myi+%1-HA+My+% 1+ A +m)ys+% 1+ (1-1)ys



Zatem:

al= aNl X1+aN2 X2+aI\I3 X3+ 4X4=-%(1-T])Xl-%(l+1])X2+%(1+1])X3+%(1-T])X4

o 9 9 9  ag
W miejsce X wstawiamy y i otrzymujemy:
ggz aal\él }’1+(—9al\;32 Y2+a§éa Y3+aal\é4 ya=Y(d-myr-% A+ y2+% A +M)ys+2%(1-M)ys

Analogicznie, pozostale dwa elementy:

al=aNlX1+aN2X2+aN3X3+aN4X4=-%(1-E_,)X1+%(1-E_,)X2+%(1+E_,)X3-%(1+E_,)X4
an - on on an on

ANy ey Ny O (-8 y U (- Dy + (1 + D s (1 +E) s
o on " I am

Zadanie 6

Wyznaczyé macierz sztywnosci elementu 7 zadania 3 dla E=10MPai v = 0.3 (dla PSO).

1. Na podstawie parametréw materiatowych: E, v wyznaczamy macierz [D]:

1-v \Y% 0 1-0.3 0.3 0

[D]:# \Y 1-v 0 = 10 0.3 1-0.3 0
(1+v)(1-2v) 1-2v| (1+03)1-2%0.3) 1-2%03
0 0 5 0 0 72

13.46 577 O
[D]=| 5.77 1346 0 |[MPa]
0 0 385

2. Znamy wspotrzedne czterech weztow naszego elementu w uktadzie globalnym (x;;y;; zad.3):
x1=101y; =10; X2 =151y, =30; x3=351y3=25; X4=251y4=5;

N, N, N, aN, 9N, oN, aN, 9N,

, ’ , , , ’ ’ d .. .
G an 08 am O an % an podstawiajqc za &i 1

3. Obliczamy pochodne

wspdtrzedne punktéow Gaussa w uktadzie lokalnym, czyli (i \E ;i\g J ; wszystkie pochodne

musimy wyznaczy¢ dla kazdego punktu Gaussa niezaleznie:

e pierwszy punkt Gaussa (—\E&\EJ =(-0.577;0.577):

N, | N
—+=-1%4(1-0.577)=-0.106 —2=14(1+0.577) =-0.394
Sl ) S =4 0+05T)

N N

—2 =% (1+0.577)=0.394 —*=%(1-0.577)=0.106
5 4 ( ) 3t 4 ( )



Ny i (1--0577)=-0.394 o,

on n
Ny 14 (1 4-0577)=0.106 il
am m
. 1N

e drugi punkt Gaussa (+ \g ;-lr\f3 j =(0.577;0.577):
N, | oN,
P~ 14 (1-0.577) = -0.106

% 4 ( ) JE
ON, . oN,
T3 =14 (14 0.577) = 0.394

& a ) %
IN, =-14 (1-0.577) =-0.106 It
on n
NS 1 (140.577) = 0.394 N,
on n

¢ trzeci punkt Gaussa (+ \g;—\EJ =(0.577;-0.577):

aN1 . aNz
N 4 (1 2-0.577) = -0.394

% 4 ( ) JE
N, N
TN 14 (1 4+-0.577) = 0.106 :
g i : %
N 14 (1-0.577) =-0.106 o,
on on
IN N,

T35 =14 (1 4+ 0.577) = 0.394
om an

e czwarty punkt Gaussa (—\E;—\gj =(-0.577;-0.577):

EI 1 1 1) = 94 -
— = (1--0.57 =-0.3
BN 4

—3 =14(1 +-0.577) = 0.106
& i : %

=% (1--0.577)=0.394

=-Y4 (1 +-0.577)=-0.106

=Y (1 +0.577) = -0.394

=1 (1 -0.577) =0.106

=% (1-0.577)=0.106

=i (1 +0.577) = -0.394

=-Y4 (1 +-0.577)=-0.106

=% (1--0.577)=0.394

=Y (1 --0.577) = 0.394

=% (1 +-0.577) = -0.106

=-Y4 (1 +-0.577) =-0.106

=% (1--0.577)=0.394



oN oN

=14 (1--0.577) = -0.394 2 214 (1--0.577) = 0.394
om o

oN, _ 4 (1 +-0.577) = 0.106 oN, _ Y4 (1 +-0.577) =-0.106
om o

Uktad lokalny

punkty
Gaussa 25
2 3
L 9
-1.25 B -0.75 X 05 -0.25 0.75 1.25
-0.25 A
-0.5 A
X
-0.754
1 @ + 04
.. ox 0x dy 0 . ..
4. Obliczamy wartosci pochodnych —X,—X,—y,—y wg wzorow z zadania 5, podstawiajqc za x
dg dn d& dn

i y wspotrzedne weztow w uktadzie globalnym, a za & i n wspotrzedne punktéw Gaussa w
uktadzie lokalnym (po 4 pochodne dla kazdego punktu Gaussa, pochodne funkcji ksztattu po
zmiennych lokalnych juz mamy — policzylismy je w poprzednim punkcie):

e dla pierwszego punktu Gaussa

ox oON, oN, oN; ON,

— = + + + =-0.106*%10 + -0.394*15 + 0.394*35 +0.106*25 = 9.47
& & ok Tag T og

dy ON, oN, oN, 0N,

— = + + + =-0.106*%10 + -0.394*30 + 0.394*25 + 0.106*5 = -2.50
e~ ae o o T !

a—x = aNl X1+ 8N2 X2+ 8N3 X3+ 8N4 x4 =-0.394*%10 + 0.394*15 + 0.106*35 + -0.106*25 = 3.03
am on om om om

dy _ oN, it N, N, vyt oN, ys = -0.394%10 + 0.394*30 + 0.106%25 + -0.106*5 = 10.00
am om om

e dla drugiego punktu Gaussa
ox _ ON, oN, oN, oN

— = X+ Xo+ X3+ 4 x4 =-0.106%10 + -0.394*15 + 0.394%35 +0.106*25 = 9.47
o 9 o0& og T og




9y _
Gl
ox _

8n_
%:

an

N, AN, N, N,
+ + + =-0.106*%10 + -0.394*30 + 0.394*25 + 0.106*5 = -2.50
o o o Ve !

oN, X1+ oN, Xo+ oN, X3+ oN, x4 =-0.106%¥10 + 0.106*15 + 0.394*35 + -0.394*25 = 4.47

on on on on
ON, ON, oON, oN

n > y3+ 3 *y4 =-0.106%10 + 0.106*30 + 0.394%*25 + -0.394*5 = 10.00
M

dla trzeciego punktu Gaussa

ox

o0&
9y _
oE

oN, X1+ oN, Xo+ oN, X3+ oN, x4 =-0.394*10 + -0.106*15 + 0.106*35 +0.394*25 = 8.03

& o S &
aN, 9N, N, N,
+ + 2 ya+ =-0.394*%10 + -0.106*30 + 0.106%25 + 0.394*5 = -2.50
o e e VT e !

Ox_ON, N, N, N

1+ Xo+ X3+ —* X4 = -0.106%10 + 0.394*15 + 0.394*35 + -0.106*25 = 15.99

o o am  am A

% _

on

ON, N, N, N

yi Yot —2 yat %y, = 0.106%10 + 0.394%30 + 0.394%25 + -0.106*5 = 20.08
o om om om

dla czwartego punktu Gaussa

al:
g
ﬁ:
Gla
al:
om
9y _

om

N, LN, LN ONG L 0.304%10 4 0.106%15 + 0.106%35 40.394%25 = 8.03
o o S S
aN, 9N, N, N,
+ + 2 ya+ =-0.394*%10 + -0.106*30 + 0.106*25 + 0.394*5 = -2.50
o e e YT !
aN, 9N, AN, oN

X1+ Xot 3 xad 4 x, = 20.394%10 + 0.394%15 + 0.106%35 + -0.106%25 = 3.03
on on on on

N, ON, ON, oN

3 y3+ 3 Ly, =-0.394%10 + 0.394*30 + 0.106%25 + -0.106*5 = 10.00
m m

5. Obliczamy jakobian dla kazdego punktu Gaussa:

dla pierwszego punktu Gaussa

x dy
9.47 —-2.50
det[J], = det 05 _ e =102.28
ox dy 3.03  10.00
an  Jn
dla drugiego punktu Gaussa
x
9.47 —2.50
det[J]zzdetag ag:det =105.88
ox dy 4.47 10.00
an Jn

dla trzeciego punktu Gaussa



axELy

Fa o 8.03 —-2.50
det[J], = det] =det =201.22
ox  dy 15.99 20.08
an o
e dla czwartego punktu Gaussa
x dy
8.03 -2.50
det[J]4:deta 95 =det =87.88
ox dy 3.03  10.00
o an

6. Obliczamy elementy odwroconej macierzy Jacobiego dla kazdego punktu Gaussa:

e dla pierwszego punktu Gaussa

dy dy

om0t 10.00 2.50 978 2.44

[J]l‘lz; on g =L _ 1072
det[J],| _9x 9x | 102.28/-3.03 9.47| |[-2.96 9.26

m 95

dla drugiego punktu Gaussa

dy  dy
Lo fom 0g|_ 1 {10.00 2.50}:[9.44 2.36}10_2
det[J],| _9x 0x | 105.88|-4.47 947| |-422 8.94
an 9§

01, =

dla trzeciego punktu Gaussa

dy 9y
I | ag|_ 1 [2008 250]_[998 124]
det(J,| _9x Ox | 201.22|-15.99 8.03| |-7.95 3.99

m 95

U1 =

dla czwartego punktu Gaussa

dy _oy
10.00 2.50 11.38 2.84
[J];l = 1 aT] a‘: = ; — 10—2
det[J],| _9x dx | 87.88/-3.03 8.03| |-3.45 9.14
CUNCIS
N N
7. Mnozymy macierzowo [J]™ gg i otrzymujemy 31)\(1 dla kazdej funkcji N; + Ny
e dy

niezaleznie i dla kazdego punktu Gaussa tez niezaleznie:

e dla pierwszego punktu Gaussa



ON, ON, N, OoN, ON, oN, N, ON,

ox dx dx  Ox —[7 o 9 o € | _
ON, ON, ON, ON, ''1oN, ON, ON, ON,

dy dy dy dy |, am on  dan

1 978 244 102 —-0.106 -0.394 0.394 0.106 | |-2.00 -289 411 078
| -296 9.26 -0.394 0394 0.106 —0.106| |-3.33 481 —0.18 1.30

e dla drugiego punktu Gaussa

ON, ON, ON, ON, ON, ON, ON, ON,

ox Odx oJx  Ox —nr o€ d9€ & | _
ON, ON, ON, ON, 210N, oN, oN, OoN,

dy dy dy dy ], o dn o

2

] 944 236 102 —-0.106 -0.394 0394 0.106 | |-1.25 -347 465 0.07 |
| -4.22 894 ~0.106 0.106 0394 -0394| |-050 261 186 -3.97

® dla trzeciego punktu Gaussa

PROSZE DOKONCZYC OBLICZENIA

(dla ulatwienia obliczen macierzowych mozna skorzysta¢ z MATLABA)

8. Z elementéw otrzymanych w punkcie 7, tj. oN, ,aNl ,aN2 ,aN2 ’8N3 ’8N3 ’8N4 ’8N4
Ox dy O0x dy O0x dy Ox dy

budujemy macierz [B] dla kazdego punktu Gaussa osobno:

ON, N N N |

o g T TN g
ox 5 ox ) ox 5 ox )

N N N N

Bl=| O L o —* 0o — 0 ——*
Pl dy dy dy dy
ON, ON, ON, ON, oN, ON, oN, ON,

| dy ox dy odx dy oOx dy  Ox |

e dla pierwszego punktu Gaussa

-2.00 0 -2.89 0 4.11 0 078 0
[Bli=| O -3.33 0 4.81 0 -0.18 0 130107
-333 -200 481 -289 -0.18 4.11 130 0.78

e dla drugiego punktu Gaussa
-1.25 0 -347 0 465 O 0.07 0

[Bl.=| O -0.50 0 2.61 0 1.86 0 -3.97(107
-050 -125 261 -347 186 4.65 -397 0.07

e dla trzeciego punktu Gaussa



PROSZE DOKONCZYC UKEADANIE MACIERZY [B]

9. Dla kazdego punktu Gaussa catkujemy sztywnosc¢ wg formuty mnozenia macierzowego:

[k] =1 * det[J] * [B]" * [D] * [B]

(jedynka na poczatku to waga punktu Gaussa)

e dla pierwszego punktu Gaussa
[kl; =1 * det[J], * [B]," * [D] * [B], =

[—200 0  —3.33]
0 —333 —2.00
-289 0 4.81
13.46 577 0
0 481 -289|
=1%102.28 * 107|577 1346 0 |*
4.11 0 -0.18
0 0 3.85
0 -0.18 4.11
0.78 0 1.30
0 130 0.78 |
-200 0 -28 0 4.11 0 078 0
¥ 0 =333 0 4.81 0 -0.18 0 130107
-333 —-2.00 481 -289 -0.18 4.11 130 0.78
OBLICZYC WYNIK

e dla drugiego punktu Gaussa

[kl =1 *det[J], * [B]," * [D] * [B], =

[-125 0 -0.50]
0 -050 -1.25
-347 0 2.61
1346 577 0
0 2.61 -347|
=1*105.88 * 1072 5.77 1346 0 |*
4.65 0 -1.86
0 0 385
0 -1.86 4.65
0.07 0 =397
| 0 =397 007 |
-125 0 =347 0 465 0 0.07 0
0 —-050 0 261 0 18 0 -397[107
050 —-125 261 -347 1.86 465 —-397 0.07
OBLICZYC WYNIK

e dla trzeciego punktu Gaussa

PROSZE DOKONCZYC OBLICZANIE MACIERZY [k]




10. Sktadamy macierz sztywnosci sumujqc sktadniki macierzy otrzymanych w pkt.9 dla kazdego
punktu Gaussa:
(K] = [k]1 + [k]2 + [k]5 + [k]4
PROSZE OBLICZYC I PODAC WYNIK KONCOWY



