
Metody komputerowe i obliczeniowe 

Metoda Elementów Sko�czonych 

 

Wyznaczanie macierzy sztywno�ci dla elementu czterow�złowego Q4 

Rozwi�zania zada� 
 

Zadanie 1: 

a) Prosz� przyj�� jakie� warto�ci a i b, a nast�pnie wyliczy� po cztery warto�ci N dla ka�dego z 

czterech w�złów. 

b) Prosz� narysowa� przebieg funkcji N1 po kraw�dziach elementu. Jak b�d� wygl�da� przebiegi 

pozostałych  funkcji N? 
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Rozwi�zanie a): dla a = 2 i b = 3 mamy: 

 

W�zeł nr 1 ma współrz�dne x = 0 i y = 0 
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W�zeł nr 2 ma współrz�dne x = 0 i y = 3 
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W�zeł nr 3 ma współrz�dne x = 2 i y = 3 
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W�zeł nr 4 ma współrz�dne x = 2 i y = 0 
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Rozwi�zanie b): 

 Dla w�zła nr 1  Dla w�zła nr 2  Dla w�zła nr 3  Dla w�zła nr 4 

 

 

 

 

 

 

 

 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

Zadanie 2 

a) Prosz� wyliczy� po cztery warto�ci N dla ka�dego z czterech w�złów. 

b) Prosz� narysowa� przebieg funkcji N1 po kraw�dziach elementu. Jak b�d� wygl�da� przebiegi 

pozostałych funkcji N? 

Funkcje kształtu maj� nast�puj�c� posta�: 

 

N1 = ¼ (1 - ξξξξ) (1 - ηηηη) 

N2 = ¼ (1 - ξξξξ) (1 + ηηηη) 

N3 = ¼ (1 + ξξξξ) (1 + ηηηη) 

N4 = ¼ (1 + ξξξξ) (1 - ηηηη) 

 
 

A element ma takie współrz�dne lokalne wierzchołków (zawsze): 1(-1,-1), 2(-1,1), 3(1,1) i 4(1,-1). 

Zatem, dla wierzchołka nr 1: 

N1 = ¼ (1 - -1) (1 - -1) = 1;  N2 = ¼ (1 - -1) (1 + -1) = 0;  

N3 = ¼ (1 + -1) (1 + -1) = 0;  N4 = ¼ (1 + -1) (1 - -1) = 0; 

Zatem, dla wierzchołka nr 2: 

N1 = ¼ (1 - -1) (1 - 1) = 0;  N2 = ¼ (1 - -1) (1 + 1) = 1;  

N3 = ¼ (1 + -1) (1 + 1) = 0;  N4 = ¼ (1 + -1) (1 - 1) = 0; 

Zatem, dla wierzchołka nr 3: 

N1 = ¼ (1 - 1) (1 - 1) = 0;  N2 = ¼ (1 - 1) (1 + 1) = 0;  

N3 = ¼ (1 + 1) (1 + 1) = 1;  N4 = ¼ (1 + 1) (1 - 1) = 0; 

Zatem, dla wierzchołka nr 4: 

1 

1 1 

1 



N1 = ¼ (1 - 1) (1 - -1) = 0;  N2 = ¼ (1 - 1) (1 + -1) = 0;  

N3 = ¼ (1 + 1) (1 + -1) = 0;  N4 = ¼ (1 + 1) (1 - -1) = 1; 

Wykresy s� takie same jak w zadaniu nr 1. 

 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

Zadanie 3 

a) Dla danego ni�ej czworok�ta wyznaczy� współrz�dne punktu A, B i C w układzie globalnym, 

znaj�c ich współrz�dne w układzie lokalnym (odczyta� z wykresu). 

b) Zaznaczy� poło�enie punktów A, B i C w układzie globalnym. 

Rozwi�zanie a): współrz�dne punktów w układzie lokalnym: 

A: ξ = -0.5 i η = 0.5 B: ξ = 0.5 i η = 0.25 C: ξ = 0.25 i η = -0.75 
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Odpowiadaj�ce im warto�ci funkcji kształtu: 

dla punktu A: 

N1 = ¼ (1 - -0.5) (1 – 0.5) = 0.1875 

N2 = ¼ (1 - -0.5) (1 + 0.5) = 0.5625 

N3 = ¼ (1 + -0.5) (1 + 0.5) = 0.1875 

N4 = ¼ (1 + -0.5) (1 – 0.5) = 0.0625 

dla punktu B: 

N1 = ¼ (1 - 0.5) (1 – 0.25) = 0.09375 



N2 = ¼ (1 - 0.5) (1 + 0.25) = 0.15625 

N3 = ¼ (1 + 0.5) (1 + 0.25) = 0.46875 

N4 = ¼ (1 + 0.5) (1 – 0.25) = 0.28125 

dla punktu C: 

N1 = ¼ (1 - 0.25) (1 – -0.75) = 0.328125 

N2 = ¼ (1 - 0.25) (1 + -0.75) = 0.046875 

N3 = ¼ (1 + 0.25) (1 + -0.75) = 0.078125 

N4 = ¼ (1 + 0.25) (1 – -0.75) = 0.546875 

Funkcje transformuj�ce warto�ci współrz�dnych z układu lokalnego do globalnego maj� posta�: 

x = N1 x1 + N2 x2 + N3 x3 + N4 x4 = [N]{x} 

y = N1 y1 + N2 y2 + N3 y3 + N4 y4 = [N]{y} 

gdzie za xi ,yi podstawiamy współrz�dne w�złów w układzie globalnym 

Współrz�dne wierzchołków w układzie globalnym: 

x1 = 10 i y1 = 10;  x2 = 15 i y2 = 30;  x3 = 35 i y3 = 25;  x4 = 25 i y4 = 5; 
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Zatem współrz�dne punktu A w układzie globalnym policzymy z formuł: 

Dla punktu A: 

xA = 0.1875 * 10 + 0.5625 * 15 + 0.1875 * 35 + 0.0625 * 25 = 18.44 



yA = 0.1875 * 10 + 0.5625 * 30 + 0.1875 * 25 + 0.0625 * 5 = 23.75 

Dla punktu B: 

xB = 0.09375 * 10 + 0.15625 * 15 + 0.46875 * 35 + 0.28125 * 25 = 26.72 

yB = 0.09375 * 10 + 0.15625 * 30 + 0.46875 * 25 + 0.28125 * 5 = 18.75 

Dla punktu C: 

xC = 0.328125 * 10 + 0.046875 * 15 + 0.078125 * 35 + 0.546875 * 25 = 20.39 

yC = 0.328125 * 10 + 0.046875 * 30 + 0.078125 * 25 + 0.546875 * 5 = 9.38 
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Zadanie 4 

Policzy� pochodne funkcji kształtu po zmiennych lokalnych: 

=
ξ∂

∂ 1N
-¼ (1 - η) =

ξ∂
∂ 2N

-¼ (1 + η) =
ξ∂

∂ 3N
¼ (1 + η) =

ξ∂
∂ 4N

¼ (1 - η) 

=
η∂

∂ 1N
-¼ (1 - ξ) =

η∂
∂ 2N

¼ (1 - ξ) =
η∂

∂ 3N
¼ (1 + ξ) =

η∂
∂ 4N

-¼ (1 + ξ) 

Zadanie 5 

Policzy� elementy macierzy Jacobiego (mo�na wykorzysta� pochodne z zadania 4). 

Po podstawieniu równa� na funkcje kształtu do równa� transformacji współrz�dnych otrzymujemy: 

x = ¼ (1 - ξ) (1 - η) x1 + ¼ (1 - ξ) (1 + η) x2 + ¼ (1 + ξ) (1 + η) x3 + ¼ (1 + ξ) (1 - η) x4 

y = ¼ (1 - ξ) (1 - η) y1 + ¼ (1 - ξ) (1 + η) y2 + ¼ (1 + ξ) (1 + η) y3 + ¼ (1 + ξ) (1 - η) y4 



Zatem: 

=
ξ∂

∂x
ξ∂

∂ 1N
x1+ ξ∂

∂ 2N
x2+ ξ∂

∂ 3N
x3+ ξ∂

∂ 4N
x4 = -¼ (1 - η) x1 - ¼ (1 + η) x2 + ¼ (1 + η) x3 + ¼ (1 - η) x4 

w miejsce x wstawiamy y i otrzymujemy: 

=
ξ∂

∂y
ξ∂

∂ 1N
y1+ ξ∂

∂ 2N
y2+ ξ∂

∂ 3N
y3+ ξ∂

∂ 4N
y4 = -¼ (1 - η) y1 - ¼ (1 + η) y2 + ¼ (1 + η) y3 + ¼ (1 - η) y4 

Analogicznie, pozostałe dwa elementy: 

=
η∂

∂x
η∂

∂ 1N
x1+ η∂

∂ 2N
x2+ η∂

∂ 3N
x3+ η∂

∂ 4N
x4 = -¼ (1 - ξ) x1 + ¼ (1 - ξ) x2 + ¼ (1 + ξ) x3 - ¼ (1 + ξ) x4 

=
η∂

∂y
η∂

∂ 1N
y1+

η∂
∂ 2N

y2+
η∂

∂ 3N
y3+

η∂
∂ 4N

y4 = -¼ (1 - ξ) y1 + ¼ (1 - ξ) y2 + ¼ (1 + ξ) y3 - ¼ (1 + ξ) y4 

Zadanie 6 

Wyznaczy� macierz sztywno�ci elementu z zadania 3 dla E=10MPa i νννν = 0.3 (dla PSO). 

1. Na podstawie parametrów materiałowych: E, ν wyznaczamy macierz [D]: 
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2. Znamy współrz�dne czterech w�złów naszego elementu w układzie globalnym (xi;yi; zad.3): 

x1 = 10 i y1 = 10;  x2 = 15 i y2 = 30;  x3 = 35 i y3 = 25;  x4 = 25 i y4 = 5; 

3. Obliczamy pochodne 
η∂

∂
ξ∂

∂
η∂

∂
ξ∂

∂
η∂

∂
ξ∂

∂
η∂

∂
ξ∂

∂ 44332211 N
,

N
,

N
,

N
,

N
,

N
,

N
,

N
 podstawiaj�c za ξ i η 

współrz�dne punktów Gaussa w układzie lokalnym, czyli ��
�

�
��
�

�
±±

3
1

;
3
1

; wszystkie pochodne 

musimy wyznaczy� dla ka�dego punktu Gaussa niezale�nie: 

• pierwszy punkt Gaussa ��
�

�
��
�

�
+−

3
1

;
3
1 ≈(-0.577;0.577): 

=
ξ∂

∂ 1N
-¼ (1 – 0.577) = -0.106 =

ξ∂
∂ 2N

-¼ (1 + 0.577) = -0.394 

=
ξ∂

∂ 3N
¼ (1 + 0.577) = 0.394 =

ξ∂
∂ 4N

¼ (1 – 0.577) = 0.106 



=
η∂

∂ 1N
-¼ (1 - -0.577) = -0.394 =

η∂
∂ 2N

¼ (1 - -0.577) = 0.394 

=
η∂

∂ 3N
¼ (1 + -0.577) = 0.106 =

η∂
∂ 4N

-¼ (1 + -0.577) = -0.106 

• drugi punkt Gaussa ��
�

�
��
�

�
++

3
1

;
3
1 ≈(0.577;0.577): 

=
ξ∂

∂ 1N
-¼ (1 – 0.577) = -0.106 =

ξ∂
∂ 2N

-¼ (1 + 0.577) = -0.394 

=
ξ∂

∂ 3N
¼ (1 + 0.577) = 0.394 =

ξ∂
∂ 4N

¼ (1 – 0.577) = 0.106 

=
η∂

∂ 1N
-¼ (1 - 0.577) = -0.106 =

η∂
∂ 2N

¼ (1 - 0.577) = 0.106 

=
η∂

∂ 3N
¼ (1 + 0.577) = 0.394 =

η∂
∂ 4N

-¼ (1 + 0.577) = -0.394 

• trzeci punkt Gaussa ��
�

�
��
�

�
−+

3
1

;
3
1 ≈(0.577;-0.577): 

=
ξ∂

∂ 1N
-¼ (1 – -0.577) = -0.394 =

ξ∂
∂ 2N

-¼ (1 + -0.577) = -0.106 

=
ξ∂

∂ 3N
¼ (1 + -0.577) = 0.106 =

ξ∂
∂ 4N

¼ (1 – -0.577) = 0.394 

=
η∂

∂ 1N
-¼ (1 - 0.577) = -0.106 =

η∂
∂ 2N

¼ (1 - -0.577) = 0.394 

=
η∂

∂ 3N
¼ (1 + 0.577) = 0.394 =

η∂
∂ 4N

-¼ (1 + -0.577) = -0.106 

• czwarty punkt Gaussa ��
�
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3
1

;
3
1 ≈(-0.577;-0.577): 

=
ξ∂

∂ 1N
-¼ (1 – -0.577) = -0.394 =

ξ∂
∂ 2N

-¼ (1 + -0.577) = -0.106 

=
ξ∂

∂ 3N
¼ (1 + -0.577) = 0.106 =

ξ∂
∂ 4N

¼ (1 – -0.577) = 0.394 



=
η∂

∂ 1N
-¼ (1 - -0.577) = -0.394 =

η∂
∂ 2N

¼ (1 - -0.577) = 0.394 

=
η∂

∂ 3N
¼ (1 + -0.577) = 0.106 =

η∂
∂ 4N

-¼ (1 + -0.577) = -0.106 
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4. Obliczamy warto�ci pochodnych 
η∂

∂
ξ∂

∂
η∂

∂
ξ∂

∂ y
,

y
,

x
,

x
wg wzorów z zadania 5, podstawiaj�c za x 

i y współrz�dne w�złów w układzie globalnym, a za ξ i η współrz�dne punktów Gaussa w 

układzie lokalnym (po 4 pochodne dla ka�dego punktu Gaussa, pochodne funkcji kształtu po 

zmiennych lokalnych ju� mamy – policzyli�my je w poprzednim punkcie): 

• dla pierwszego punktu Gaussa 

=
ξ∂

∂x
ξ∂

∂ 1N
x1+ ξ∂

∂ 2N
x2+ ξ∂

∂ 3N
x3+ ξ∂

∂ 4N
x4 = -0.106*10 + -0.394*15 + 0.394*35 +0.106*25 = 9.47 

=
ξ∂

∂y
ξ∂

∂ 1N
y1+

ξ∂
∂ 2N

y2+
ξ∂

∂ 3N
y3+

ξ∂
∂ 4N

y4 = -0.106*10 + -0.394*30 + 0.394*25 + 0.106*5 = -2.50 

=
η∂

∂x
η∂

∂ 1N
x1+

η∂
∂ 2N

x2+
η∂

∂ 3N
x3+

η∂
∂ 4N

x4 = -0.394*10 + 0.394*15 + 0.106*35 + -0.106*25 = 3.03 

=
η∂

∂y
η∂

∂ 1N
y1+

η∂
∂ 2N

y2+
η∂

∂ 3N
y3+

η∂
∂ 4N

y4 = -0.394*10 + 0.394*30 + 0.106*25 + -0.106*5 = 10.00 

• dla drugiego punktu Gaussa 

=
ξ∂

∂x
ξ∂

∂ 1N
x1+ ξ∂

∂ 2N
x2+ ξ∂

∂ 3N
x3+ ξ∂

∂ 4N
x4 = -0.106*10 + -0.394*15 + 0.394*35 +0.106*25 = 9.47 



=
ξ∂

∂y
ξ∂

∂ 1N
y1+ ξ∂

∂ 2N
y2+ ξ∂

∂ 3N
y3+ ξ∂

∂ 4N
y4 = -0.106*10 + -0.394*30 + 0.394*25 + 0.106*5 = -2.50 

=
η∂

∂x
η∂

∂ 1N
x1+ η∂

∂ 2N
x2+ η∂

∂ 3N
x3+ η∂

∂ 4N
x4 = -0.106*10 + 0.106*15 + 0.394*35 + -0.394*25 = 4.47 

=
η∂

∂y
η∂

∂ 1N
y1+ η∂

∂ 2N
y2+ η∂

∂ 3N
y3+ η∂

∂ 4N
y4 = -0.106*10 + 0.106*30 + 0.394*25 + -0.394*5 = 10.00 

• dla trzeciego punktu Gaussa 

=
ξ∂

∂x
ξ∂

∂ 1N
x1+

ξ∂
∂ 2N

x2+
ξ∂

∂ 3N
x3+

ξ∂
∂ 4N

x4 = -0.394*10 + -0.106*15 + 0.106*35 +0.394*25 = 8.03 

=
ξ∂

∂y
ξ∂

∂ 1N
y1+

ξ∂
∂ 2N

y2+
ξ∂

∂ 3N
y3+

ξ∂
∂ 4N

y4 = -0.394*10 + -0.106*30 + 0.106*25 + 0.394*5 = -2.50 

=
η∂

∂x
η∂

∂ 1N
x1+

η∂
∂ 2N

x2+
η∂

∂ 3N
x3+

η∂
∂ 4N

x4 = -0.106*10 + 0.394*15 + 0.394*35 + -0.106*25 = 15.99 

=
η∂

∂y
η∂

∂ 1N
y1+ η∂

∂ 2N
y2+ η∂

∂ 3N
y3+ η∂

∂ 4N
y4 = -0.106*10 + 0.394*30 + 0.394*25 + -0.106*5 = 20.08 

• dla czwartego punktu Gaussa 

=
ξ∂

∂x
ξ∂

∂ 1N
x1+ ξ∂

∂ 2N
x2+ ξ∂

∂ 3N
x3+ ξ∂

∂ 4N
x4 = -0.394*10 + -0.106*15 + 0.106*35 +0.394*25 = 8.03 

=
ξ∂

∂y
ξ∂

∂ 1N
y1+ ξ∂

∂ 2N
y2+ ξ∂

∂ 3N
y3+ ξ∂

∂ 4N
y4 = -0.394*10 + -0.106*30 + 0.106*25 + 0.394*5 = -2.50 

=
η∂

∂x
η∂

∂ 1N
x1+ η∂

∂ 2N
x2+ η∂

∂ 3N
x3+ η∂

∂ 4N
x4 = -0.394*10 + 0.394*15 + 0.106*35 + -0.106*25 = 3.03 

=
η∂

∂y
η∂

∂ 1N
y1+ η∂

∂ 2N
y2+ η∂

∂ 3N
y3+ η∂

∂ 4N
y4 = -0.394*10 + 0.394*30 + 0.106*25 + -0.106*5 = 10.00 

5. Obliczamy jakobian dla ka�dego punktu Gaussa: 

• dla pierwszego punktu Gaussa 

=
−

=

η∂
∂

η∂
∂

ξ∂
∂

ξ∂
∂

=
00.1003.3
50.247.9

detyx

yx

det]Jdet[ 1 102.28 

• dla drugiego punktu Gaussa 

=
−

=

η∂
∂

η∂
∂

ξ∂
∂

ξ∂
∂

=
00.1047.4
50.247.9

detyx

yx

det]Jdet[ 2 105.88 

• dla trzeciego punktu Gaussa 



=
−

=

η∂
∂

η∂
∂

ξ∂
∂

ξ∂
∂

=
08.2099.15
50.203.8

detyx

yx

det]Jdet[ 3 201.22 

• dla czwartego punktu Gaussa 

=
−

=

η∂
∂

η∂
∂

ξ∂
∂

ξ∂
∂

=
00.1003.3
50.203.8

detyx

yx

det]Jdet[ 4 87.88 

6. Obliczamy elementy odwróconej macierzy Jacobiego dla ka�dego punktu Gaussa: 

• dla pierwszego punktu Gaussa 

2
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1
1 10
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• dla drugiego punktu Gaussa 
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7. Mno�ymy macierzowo 
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niezale�nie i dla ka�dego punktu Gaussa te� niezale�nie: 
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PROSZ� DOKO�CZY� OBLICZENIA 

(dla ułatwienia oblicze� macierzowych mo	na skorzysta� z MATLABA) 

8. Z elementów otrzymanych w punkcie 7, tj. 
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budujemy macierz [B] dla ka�dego punktu Gaussa osobno: 
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[B]1= 210
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PROSZ� DOKO�CZY� UKŁADANIE MACIERZY [B] 

9. Dla ka�dego punktu Gaussa całkujemy sztywno�� wg formuły mno�enia macierzowego: 

[k] = 1 * det[J] * [B]T * [D] * [B] 

(jedynka na pocz�tku to waga punktu Gaussa) 

• dla pierwszego punktu Gaussa 

[k]1 = 1 * det[J]1 * [B]1
T * [D] * [B]1 = 

= 1 * 102.28 * 210
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OBLICZY� WYNIK 
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[k]2 = 1 * det[J]2 * [B]2
T * [D] * [B]2 = 

= 1 * 105.88 * 210
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OBLICZY� WYNIK 

• dla trzeciego punktu Gaussa 

PROSZ� DOKO�CZY� OBLICZANIE MACIERZY [k] 



10. Składamy macierz sztywno�ci sumuj�c składniki macierzy otrzymanych w pkt.9 dla ka�dego 

punktu Gaussa: 

[K] = [k]1 + [k]2 + [k]3 + [k]4 

PROSZ� OBLICZY� I PODA� WYNIK KO�COWY 

 


