Metody komputerowe i obliczeniowe

Metoda Elementéw Skonczonych

Przyklad obliczeniowy z elementem czterowezlowym Q4

Plaski Stan Naprezenia

Na poprzedniej lekcji rozwigzywaliSmy zadania w ptaskim stanie odksztalcenia wyznaczajac tylko
przemieszczenia uktadu weziéw. Teraz rozwiazujac przykiad zadania w ptaskim stanie naprezenia
zastosujemy juz pelny zestaw krokéw obliczeniowych procedury MES, tzn. uwzglednimy Krok 6 —
obrobka wynikéw (postprocessing), w ktérym wyznaczymy wartosci sktadowych stanu
naprgzenia w punktach Gaussa dla kazdego elementu niezaleznie, wg formuty:

{G}3xl = [D]3x3 '[B]3xs ‘{u}8x1

(dolne indeksy oznaczaja odpowiednio: liczbg wierszy x liczbe kolumn wielko$ci umieszczonej w
nawiasie). Obliczenia realizujemy funkcja SigmaQ4PSN:

function sQ4 = SigmaQ4PSN(E,ni,x1,vy1l,x2,y2,x3,vy3,x4,vy4,u)

$Wyznacza sktadowe stanu naprezenia dla pojedynczego elementu czworokatnego Q4
%$na podstawie parametrow materialowych, wspolrzednych wezlow i obliczonych
Swczesniej przemieszczen wezlow w Plaskim Stanie Naprezenia

Swynik 3x4 (3 skitadowe w 4 punktach Gaussa)

%1. Macierz sprezystosci - plaski stan naprezenia
D = Dpsn(E, ni);

SWSPOLRZEDNE PUNKTOW GAUSSA

ksi(l) = —-sqrt(1.0 ./ 3.0);
eta(l) = sqrt(1.0 ./ 3.0);
ksi(2) = sqrt (1.0 ./ 3.0);
eta(2) = sqrt (1.0 ./ 3.0);
ksi(3) = sqgrt (1.0 ./ 3.0);
eta(3) = —-sqrt (1.0 ./ 3.0);
ksi(4) = —-sqrt(1.0 ./ 3.0);
eta(4) = —-sqrt(1.0 ./ 3.0);

$OBLICZENIA W PUNKTACH GAUSSA
sQ4=zeros (3,4);
for i = 1:4

%$2. Macierz Jacobiego
Jacobi = Q4J(x1, v1, x2, y2, x3, y3, x4, vy4, ksi(i), eta(i));

%$3. Jacobian - wyznacznik z macierzy Jakobiego
detJacobi = det (Jacobi);

%$4. Odwrocona macierz Jacobiego
invJacobi = inv (Jacobi);

%5. Pochodne funkcji ksztaltu po zmiennych lokalnych
dNdL = Q4derivNL (ksi (i), eta(i));

%6. Pochodne funkcji ksztaltu po zmiennych globalnych
dNdx = Q4derivNx (invJacobi, dNdL);



%7. Ukladanie macierzy B
B = Q4makeB (dNdx) ;

%$8. Oblicza skladowe naprezenia: iloczyn D*B*u

sQ4[:,1i] = D * B * u;
end

PROSZE SKOPIOWAC Z SERWERA KOMPLET FUNKCJI OBLICZENIOWYCH.

Zadanie 1:

Wyznaczy¢ przemieszczenia i stan napreZenia w tarczy przedstawionej na rysunku. Przyjqé

E=210GPa, v = 0.3, grubos¢ tarczy t=0.025m i P=12.5kN.
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Rozwiazanie:

Krok 1 — dyskretyzacja zadania

Zadanie dzielimy na elementy i wezly : na rysunku ponizej zaznaczono ponumerowane wezty i
elementy.
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Krok 2 — utworzenie macierzy sztywnosci dla kazdego elementu
Wprowadzamy zmienne globalne, ktére przechowuja dane materialowe i geometryczne naszego
zadania: E, v i t oraz wspolrzedne wezidw:

>>format short
>>E=210e6
>>ni=0.3
>>t=0.025
>>x1=0

>>y1=0



>>x2=0.25
>>y2=0
>>x3=0.5
>>y3=0
>>x4=0
>>y4=0.25
>>x5=0.25
>>y5=0.25
>>x6=0.5
>>y6=0.25
>>x7=0
>>y7=0.5
>>x8=0.25
>>y8=0.5

Mamy trzy elementy, zatem tworzymy trzy macierze sztywnosci : k1, k2 1 k3 komendami:

>>k1=SztywnoscQ4PSN(E,ni,t,x1,yl,x4,vy4,x5,v5,%x2,y2)
>>k2=SztywnoscQ4PSN(E,ni,t,x2,vy2,x5,y5,x6,y6,x3,v3)
>>k3=SztywnoscQ4PSN(E,ni,t,x4,v4,x7,y7,x8,y8,x5,vy5)

Prosz¢ zauwazy¢, ze do wyznaczenia macierzy sztywnosci elementu w plaskim stanie naprezenia
niezbgdny jest wymiar elementu w trzecim kierunku (grubos¢) t. W ptaskim stanie odksztatcenia
obliczenia domy$lnie prowadzimy dla t=1m. W obu przypadkach sktadniki macierzy sztywnosci
elementu sa wymnazane przez t.

Krok 3 - skladanie macierzy sztywnos$ci elementow w jedna globalna macierz dla catego
uktadu

Poniewaz w ukladzie mamy 8 we¢zléw, wigc globalna macierz sztywnos$ci bedzie miala wymiar
2*%8x2*8 = 16x16. Macierz K nalezy przed skladaniem wyzerowac¢, co wykonujemy komenda:

>>K=zeros (16,16)

Poniewaz mamy trzy elementy, to funkcje ZlozSztywnosciQ4 trzeba wywotaé trzy razy —
niezaleznie dla kazdego elementu, podajac jako parametry globalna macierz K (ktéra jest
wynikiem), macierz elementu k (k1, k2, a potem k3) i numery weziéw definiujace dany element:

>>K=ZlozSztywnosciQ4 (K, k1,1,4,5,2)
>>K=ZlozSztywnosciQ4 (K, k2,2,5,6,3)
>>K=ZlozSztywnosciQ4 (K, k2,4,7,8,5)

Na odpowiednich miejscach w macierzy K pojawia si¢ sumowane sztywnosci poszczegélnych
elementéw (PROSZE SPRAWDZICY!).

Krok 4 — uwzglednienie warunkow brzegowych
Warunki brzegowe:

- przemieszczeniowe:

ux=0; u1y=0; u4,=0; u4y=0; u7,=0; u7y=0;

- obcigzeniowe:

12,=0; £2,=0; f3,=0; £3,=0; fsx=0; f5,=0; fsx= 0; fg,= 0;
f5=0; f5,=-12.5



Z macierzy sztywnos$ci potrzebujemy tylko te wiersze i kolumny, ktére odpowiadaja nieznanym
przemieszczeniom, zatem wycinamy nastgpujace wiersze i kolumny: 1, 2, 7, 8, 13, 14. Reszte
kopiujemy do roboczej macierzy k:
>>k=[K(3:6,3:6) K(3:6,9:12) K(3:6,15:16) ; K(9:12,3:6) K(9:12,9:12)
K(9:12,15:16) ; K(15:16,3:6) K(15:16,9:12) K(15:16,15:16)]
Tworzymy wektor ze znanymi obciazeniami (fax; f2y; f3x; 135 f5x; f5y; Toxs foys fax; fay);
fs=0; f5y=-12.5):
>f =[0,; 0,; 0; 0,; 0,; -12.5; 0 ,; 0 ; 0 ; 0]
wyznaczamy nieznane przemieszczenia poleceniem:
>>u = k\f
otrzymujac:

u =
1.0e-005 *

-0.1396
-0.3536
-0.1329
-0.5406

0.0018
-0.4216

0.0086
-0.5176

0.1202
-0.3010

Krok 6 — obrébka wynikéw (postprocessing)
Majac przemieszczenia wszystkich weztow, mozemy obliczy¢ reakcje w podporach. Najpierw
zbierzmy przemieszczenia w jeden wektor:

>>U=[0 ; 0 ; u(l:4) ; 0 ; 0 ; u(5:8); 0 ; 0 ; u(9:10)1]
a potem wyliczmy sity:
>>F=K*U

otrzymamy:
F =

6.3994
4.3354
0.0000
0.0000
0.0000
-0.0000
-0.2988
3.6296
-0.0000
-12.5000
0.0000
-0.0000
-6.1006
4.5350

0

0.0000



Skladowe stanu naprezenia w elementach wyznaczymy dzigki funkcji sigmaQ4psn, ktorej
parametrami sa: parametry materialowe, wspélrzedne weztéw oraz przemieszczenia weztow
definiujacych dany element. Najpierw przygotujemy po CZTERY PARY przemieszczen dla
kazdego elementu (po dwie warto$ci dla kazdego wezta definiujacego dany element):

>>ul=[U(1) ; U(2) ; U(7) ; U(8) ; U(9) ; U(10) ; U(3) ; U(4)]
>>u2=[U(3) ; U(4) ; U(9) ; U(10) ; U(11) ; U(12) ; U(5) ; U(6)]
>>u3=[U(7) ; U(8) ; U(13) ; U(14) ; U(15) ; U(le) ; U(9) ; U(10)]

a potem wyznaczymy sktadowe stanu naprg¢zenia [Cy Oy Txy]T:

>>s51=SigmaQ4PSN(E,ni,x1,y1l,x4,v4,x5,y5,x2,y2,ul)

sl =
1.0e+003 *
-0.2990 -0.4077 -1.1614 -1.0527
-0.2104 -0.5728 -0.7989 -0.4365
-1.2192 -0.9554 -0.8286 -1.0924

>>s2=SigmaQ4PSN (E, ni, x2,vy2,x5,y5,x6,y6,x3,y3,u2)
s2 =
-72.7476 72.7476 72.7476 -=72.7476
-431.4958 53.4882 53.4882 -431.4958
84.8722 84.8722 -84.8722 -84.8722

>>s3=SigmaQ4PSN(E,ni, x4,v4,x7,y7,x8,y8,x5,y5,u3)

s3 =
1.0e+003 *
0.9493 1.1421 0.5111 0.3182
0.4989 1.1416 0.9523 0.3096
-0.9740 -0.7532 -0.9782 -1.199

Wyniki pokazuja wartosci sktadowych stanu naprezenia w kolejnych punktach Gaussa (w kazdej
kolumnie sa sktadowe dla jednego punktu), zdefiniowanych w procedurze SigmaQ4PSN (PROSZE
SPRAWDZIC KOLEINOSC PUNKTOW GAUSSA!).

Narysujemy teraz wykresy przemieszczen we¢ztow. Najpierw zapiszemy wspotrzedne weztow (po
kolei, po obrysie tarczy zgodnie z ruchem wskazéwek zegara, najpierw x potem y):

>>wx = [x1 x4 x7 x8 x5 x6 x3 x2 x1];
>>wy = [yl y4 y7 y8 y5 y6 y3 y2 yll;

Wprowadzimy do danych wyniki obliczen z mnoznikiem 5000 dla przemieszczen (zeby byto je
widad):

>>ux [U(1) U(7) U(13) U(15) U(9) U(11l) U(5) U(3) U(L)];
>>ux = wx + ux .* 5000
>>uy = [U(2) U(8) U(1l4) U(le) U(L0) U(1l2) U(6) U(4) U(2)];
>>uy = wy + uy .* 5000

i rysujemy:



>>plot (wx,wy, ux,uy)

powinien pojawic si¢ obrazek:
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Aby wyswietli¢ mapy z rozkladami wartosci sktadowych stanu naprgzenia nalezy wyznaczy¢
warto$ci globalne wspétrzednych punktéw Gaussa (jak w zadaniu z punktami A, B i C, w ktérym
nalezalo znalez¢ ich wspdtrzedne globalne, znajac wartosci ich wspétrzednych lokalnych, patrz
,Lekcja Q4” i ,,Q4_rozwiazania”). Operacj¢ wyznaczenia wspdtrzednych globalnych wykonamy
,recznie”. Najpierw zadeklarujemy wspdtrzedne lokalne punktéw Gaussa (kolejnos¢ taka sama, jak
uzyta w obliczeniach, patrz procedura na str.1):

>>ksil = -sqrt (1.0 ./ 3.0);
>>etal = sqgrt(1.0 ./ 3.0);
>>ksi2 = sqrt (1.0 ./ 3.0);
>>eta2 = sqrt(l1.0 ./ 3.0);
>>ksi3 = sqrt (1.0 ./ 3.0);
>>etal3 = -sqrt (1.0 ./ 3.0);
>>ksi4 = -sqrt (1.0 ./ 3.0);
>>etad = -sqrt (1.0 ./ 3.0);

Nastepnie obliczymy warto$ci odpowiadajacych im funkcji ksztattu N (po cztery dla kazdego

punktu w elemencie):

>>N11 = 0.25* (1-ksil)* (l-etal);
>>N12 = 0.25* (1-ksil)* (l+etal);
>>N13 = 0.25* (1+ksil) *(l+etal);
>>N14 = 0.25* (1+ksil)* (l-etal);

>>N21 = 0.25* (1-ksi2) *(l-eta2);




>>N22 = 0.25* (1-ksi2) * (l+eta?2);
>>N23 = 0.25* (1+ksi2) * (1l+eta2);
>>N24 = 0.25* (1+ksi2) *(l-eta2);

>>N31 = 0.25* (1-ksi3)* (l-eta3l);
>>N32 = 0.25*(1-ksi3) * (l+eta3);
>>N33 = 0.25* (1+ksi3) *(1l+etal);
>>N34 = 0.25* (1+ksi3)*(l-etal);
>>N41 = 0.25* (1-ksid)* (1l-etad);
>>N42 = 0.25* (1-ksid) * (l+etad);
>>N43 = 0.25* (1+ksid) * (1+etad);
>>N44 = 0.25*% (1+ksid) * (1l-etad);

W koncu mozemy wyznaczy¢ warto$ci wspotrzednych x iy (po cztery pary dla kazdego elementu,
wspolrzedne weztéw w kolejnosci definiujacej element):
dla elementu nr 1 (wezty: 1-4-5-2):

>>x11 = N11*x1 + N12*x4 + N13*x5 + N14*x2;
>>x12 = N21*x1 + N22*x4 + N23*x5 + N24*x2;
>>x13 = N31*x1 + N32*x4 + N33*x5 + N34*x2;
>>x14 = N41*x1 + N42*x4 + N43*x5 + N44*x2;

>>yll = N1l*yl + N12*yd + N13*y5 + N14*y2;
>>y12 = N21*yl + N22*yd + N23*y5 + N24*y2;
>>y13 = N31*yl + N32%y4 + N33*y5 + N34*y2;
>>yl4 = N4l*yl + N42*yd + NA3*y5 + NA4*y2;

dla elementu nr 2 (we¢zly: 2-5-6-3):

>>x21 = N11*x2 + N12*x5 + N13*x6 + N14*x3;
>>x22 = N21*x2 + N22*x5 + N23*x6 + N24*x3;
>>x23 = N31*x2 + N32*x5 + N33*x6 + N34*x3;
>>x24 = N41*x2 + N42*x5 + N43*x6 + N44*x3;

>>y21 = N11*y2 + N12+%y5 + NI13*y6 + N14*y3;
>>y22 = N21*y2 + N22+%y5 + N23*y6 + N24*y3;
>>y23 = N31*y2 + N32*y5 + N33*y6 + N34*y3;
>>y24 = N41*y2 + N42*y5 + N43*y6 + N44*y3;

dla elementu nr 3 (wezty: 4-7-8-5):

>>x31 = N11*x4 + N12*x7 + N13*x8 + N14*x5;



>>x32 = N21*x4 + N22*x7 + N23*x8 + N24*x5;
>>x33 = N31*x4 + N32*x7 + N33*x8 + N34*x5;
>>x34 = N41*x4 + N42*x7 + N43*x8 + N44*x5;

>>y31 = N11*y4 + N12*y7 + NI13*y8 + N14*y5;
>>y32 = N21*y4 + N22*y7 + N23*y8 + N24*y5;
>>y33 = N31*y4 + N32*y7 + N33*y8 + N34*y5;
>>y34 = N4l*y4 + N42+*y7 + N43*y8 + N44*y5;

Uporzadkujemy teraz wyliczone wspétrzedne, ukladajac je w wektory gx i gy:

>>gx = [x11 x12 x13 x14 x21 x22 x23 x24 x31 x32 x33 x34];

>>gy [yll yv12 y13 y14 y21 y22 y23 y24 y31 y32 y33 y34];

Wprowadzimy do danych wyniki obliczen:

>>sx = [s1(1,1) s1(1,2) s1(1,3) sl(1,4) s2(1,1) s2(1,2) s2(1,3) s2(1,4) s3(1,1)
s3(1,2) s3(1,3) s3(1,4)1;

>>sy = [s1(2,1) sl1(2,2) s1(2,3) sl(2,4) s2(2,1) s2(2,2) s2(2,3) s2(2,4) s3(2,1)
s3(2,2) s3(2,3) s3(2,4)]1;

>>txy = [s1(3,1) s1(3,2) s1(3,3) s1(3,4) s2(3,1) s2(3,2) s2(3,3) s2(3,4) s3(3,1)
s3(3,2) s3(3,3) s3(3,4)1;

Poniewaz Matlab ma swoje ,,upodobania” dotyczace formatu danych przeznaczonych do graficznej
prezentacji, musimy odpowiednio przygotowa¢ wspotrzedne punktow graficznych:
najpierw siatka X-Y:

>>X = 0:0.01:0.5;
>>Y = 0:0.01:0.5;

>>[X Y] meshgrid(X,Y);

potem interpolacja danych — dopasowanie warto$ci sktadowej 6 naprezenia do siatki:
>>[XI YI Sx] = griddata(gx,gy,sx,X,Y);

i w koncu rysunek:

>>contourf (XI,YI, Sx)

nie zamykajac okna graficznego, narysujmy kontur naszej tarczy:

>>1line (wx,wy, 'color', 'k', 'LineWidth', 3)

zakryjmy obszar wykresu wychodzacy poza tarcze (liniowa interpolacja wstawia punkty poza
obrysem tarczy):

>>rectangle ('Position', [x5 y5 0.25 0.25], 'FaceColor', 'w'")

1 wyswietlmy skale warto$ci naprezenia

>>colorbar

powinien pojawi¢ si¢ rysunek:
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Prosz¢ zauwazy¢, ze zostaly wyrysowane wartosci sktadowej oGy wyinterpolowane liniowo
pomigdzy punktami Gaussa.

Zamykamy okno z rysunkiem. Powtarzajac interpolacjg dla sktadowej 6, oraz komendy graficzne:
>>[XI YI Sy] = griddata(gx,gy,sy,X,Y);

>>contourf (XI,YI, Sy)

>>line (wx,wy, 'color', 'k', 'LineWidth', 3)

>>rectangle ('Position', [x5 y5 0.25 0.25], '"FaceColor', 'w')

>>colorbar

powinien pojawic si¢ rysunek:
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Zamykamy okno z rysunkiem. Powtarzajac interpolacj¢ dla sktadowej Ty, oraz komendy graficzne:

>>[XI YI Txy] = griddata(gx,gy,txy,X,Y);



>>contourf (XI,YI, txy)

>>line (wx,wy, 'color', 'k', 'LineWidth', 3)

>>rectangle ('Position', [x5 y5 0.25 0.25], 'FaceColor', 'w'")

>>colorbar
powinien pojawic si¢ rysunek:
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Prosze zinterpretowaé wyniki.

Zadanie 2:

0.2

0.4

Prosze sprawdzié, co sie stanie jesli w zadaniu nr 1 wszystkie elementy zdefiniujemy w kierunku

przeciwnym do kierunku ruchu wskazowek zegara.

Zadanie 3:

Prosze rozwiqzaé uktad przedstawiony na rysunku ponizej, przyjmujqc parametry materiatowe

oraz grubosé tarczy z zadania nr 1.
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