Metody komputerowe i obliczeniowe

Metoda Elementow Skonczonych

Przykiad obliczeniowy z elementem osmiowezlowym Q8

Stan Osiowo-symetryczny

Na poprzedniej lekcji rozwiazywaliSmy zadania w plaskim stanie naprgzenia wyznaczajac stan
przemieszczenia w weztach 1 stan naprg¢zenia oraz odksztalcenia w punktach Gaussa. Teraz
rozwiazemy przyklad zadania w innym, szczegdlnym przypadku przestrzennego stanu — stanu
osiowo-symetrycznego, stosujac bardziej rozbudowany element MES — czworokat z o$mioma
weztami 1 dziewigcioma punktami Gaussa (zaznaczonymi gwiazdkami). UWAGA! Kolejmnosc
numeracji weztow ma znaczenie ze wzgledu na rozne wagi punktow Gaussa, znajdujacych si¢ w
poblizu tych weztow!
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Przy okazji rozwiazywania przykladow obliczeniowych wyznaczymy w punktach Gaussa wartosci
funkcji kryterium Coulomba-Mohra, ktore dostarcza nam informacji o fazie pracy materiatu.
Funkcja kryterium ma postac:
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gdzie: ®, ¢ — parametry wytrzymatosciowe (kat tarcia wewngtrznego, spojnosé); p, J, ® —
niezmienniki stanu napr¢zenia:

F= posin(@)+/3 .J.(COS(("D)_ Sin(®)'sin(q))]—c-cos(d)),

-(ox+oy+oz)
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Funkcja F przyjmuje wartoSci ujemne, jesli material znajduje si¢ w stanie sprezystym
(bezpiecznym) oraz warto$¢ rowna 0 (zero), jesli material przeszedt w stan plastyczny.

0= —l-arcsin(
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PROSZE SKOPIOWAC Z SERWERA KOMPLET FUNKCJI OBLICZENIOWYCH.

Zadanie 1.
Wyznaczyé przemieszczenia i stan napreZenia w pierscieniu przedstawionym na rysunku. Przyjqé

E=100MPa, v = 0.3, ® = 20°, ¢ = 10kPa i obciqzienie jak na rysunku ponizej.
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UWAGA! Przedstawiono
tylko obciazenie
symetrycznej czgsci
przekroju.

Rozwiazanie:

Krok 1 — dyskretyzacja zadania
Obliczenia prowadzimy dla jednego przekroju symetrycznego wzgledem osi. Przekrdj dzielimy na
elementy 1 wezly: na rysunku ponizej zaznaczono ponumerowane wezly 1 elementy.
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Krok 2 — utworzenie macierzy sztywnosci dla kazdego elementu
Wprowadzamy zmienne globalne, ktore przechowuja dane materialowe 1 geometryczne naszego
zadania: E, v, @, ¢ oraz wspohrzedne we¢ztow:

>>FE = leb
>>ni 0.3
>>Fi1 = 20
>>c = 10

>>x1 =
>>yl =
>>x2 =
>>y2 =
>>x3 =
>>y3 =
>>x4 =
>>y4 =
>>x5 =
>>y5 =
>>x6 =
>>y6 =
>>xX7 =
>>yl =
>>x8 =
>>y8 =
>>x9 =
>>y9 =
>>x10 =
>>y10
>>x11
>>yll =
>>x12
>>y12
>>x13 =
>>yl3 =
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Mamy dwa elementy, zatem tworzymy dwie macierze sztywnosci: k1 1 k2 komendami:

>>k1l = SztywnoscQ8AX( E, ni, x3, y3, x4, vy4, x5, y5, x13, y13, x11, yl1l1l, x12,
vlz, x1, yl, x2, y2 )
>>k2 = SztywnoscQ8AX( E, ni, x5, yb5, x6, yo6, x7, y7, x8, y8, x9, y9, x10, vy10,
x11, yl1l, x13, y13 )

Proszg zwrdci¢ uwage na kolejnos¢ weztow. W stanie osiowo-symetrycznym obliczenia domyslnie
prowadzimy dla t = 1[rad] lub t = 2n[rad], zaleznie od sytuacji. W obu przypadkach skladniki
macierzy sztywnosci elementu sa wymnazane przez t (podobnie bylo w Plaskim Stanie
Naprezenia).

Krok 3 - skladanie macierzy sztywnosci elementéow w jedna globalng macierz dla calego
ukladu

Poniewaz w uktadzie mamy 13 weziow, wigc globalna macierz sztywnosci bgdzie miata wymiar
2*13x2*13 = 26x26. Macierz K nalezy przed sktadaniem wyzerowac, co wykonujemy komenda:

>>K = zeros (26,26)

Poniewaz mamy dwa elementy, to funkcje Z1lozSztywnosciQ8AX trzeba wywola¢ dwa razy —
niezaleznie dla kazdego elementu, podajac jako parametry globalna macierz K (ktéra jest
wynikiem), macierz elementu k (k1, a potem k2) 1 numery we¢ztow definiujace dany element:

>>K = ZlozSztywnosciQ8AX( K, k1, 3, 4, 5, 13, 11, 12, 1, 2 )



>>K = ZlozSztywnosciQ8AX( K, k2, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 13 )

Na odpowiednich miejscach w macierzy K pojawia si¢ sumowane sztywnosci poszczegolnych
elementow (PROSZE SPRAWDZIC!).

Krok 4 — uwzglednienie warunkow brzegowych

Warunki brzegowe:

- przemieszczeniowe:

u=0; u1y=0; u2,=0; u2y=0; u3=0; u3,=0;

- obcigzeniowe (zbieramy z okrggu o obwodzie 27r):

f4x=2"10.2; £4,=0; £5,=2"1"0.2; £5,=0; f6,=2"1"0.2; f5,=0; f7,= 2"2'1°0.2; f5,= -2"2'1"0.2;

f3x=0; f3y=-2'1°0.4; fox=-12"2'1°0.6; fo,= -/22'1°0.6; fi0x=-2°1°0.6; f10,=0;

fir=-2'1°0.6; fi1,= 0; fi2,= -2'1°0.6; f12,= 0; fi3,= 0; fi3,= 0;

Uwaga: nie przyktadamy obciazen w weztach 1 1 3, bo wezly te sa podporami — obciazenia przejda
w reakcje z ,,pominigciem” udziatu konstrukcji. Z macierzy sztywnosci potrzebujemy tylko te
wiersze 1 kolumny, ktére odpowiadaja nieznanym przemieszczeniom, zatem wycinamy nastgpujace
wiersze 1 kolumny: 1, 2, 3, 4, 51 6. Resztg kopiujemy do roboczej macierzy k:

>>k = K(7:26,7:26)

Tworzymy wektor ze znanymi obciazeniami (fax; fay; fsx; fsy; fox; foy; f7x5 f7y5 foxs fsys foxs foy; fioxs

flOy; fiix; fny; fi2x; flzy; fi3x; f13y);

> f = [2.*pi.*0.2; 0; 2.*pi.*0.2; 0; 2.*pi.*0.2; 0; pi.*0.2; -pi.*0.2; 0.0;
-2.*pi.*0.4; -pi.*0.6; -pi.*0.6; -2.*pi.*0.6; 0; -2.*pi.*0.6; 0; -2.*pi.*0.6;
0; 0; 01;

1 wyznaczamy nieznane przemieszczenia rozwigzujac ukltad rownan liniowych poleceniem:

>>u = k\f

Krok 6 — obrébka wynikéw (postprocessing)
Majac przemieszczenia wszystkich niepodpartych we¢ztow, mozemy obliczy¢ reakcje w podporach.
Najpierw zbierzmy przemieszczenia w jeden wektor:

>U =[0;0; 0;0; 0; 0; ul
a potem wyliczmy sity:
>>F = K * U

Narysujmy ukfad pierwotny 1 odksztalcony. Najpierw przygotujemy wygodne do rysowania
wektory wspotrzednych:

>>xi = [x]1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10 x11 x12 x13]
>>yi = [yl yv2 yv3 yv4 y5 y6 y7 y8 y9 yl10 yl1l y12 y13]

a potem wykonajmy polecenia (ostatnia liczba 700 to skala, mozna ja zwigkszy¢, zeby uczytelni¢
wykres):

>>rysuj (3, 4, 5, 13, 11, 12, 1, 2, xi, yi, U, 100)



>>rysuj (5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 13, xi, yi, U, 100)

na ekranie powinien pojawi¢ si¢ rysunek z niebieskimi liniami oznaczajacymi przekroj
nieobcigzony i czerwonymi konturami przekroju odksztatlconego.

Sktadowe stanu odksztalcenia 1 naprezenia w elementach wyznaczymy dzigki funkcji
epsigQ8Aax, ktorej parametrami sa: cztery parametry materialowe, numery weztow definiujacych
element, poczatkowe wartosci stanu odksztalcenia 1 napr¢zenia (zerowe), wektor przemieszczen
wszystkich weztow oraz dwa wektory ze wspotrzednymi wszystkich weztdw. Najpierw ustalmy
poczatkowy, zerowy stan odksztatcen i naprezen (przed obciazeniem):

- dla pierwszego elementu (4 skladowe stanu osiowosymetrycznego odksztalcenia [g; €y Yry go] i
naprezenia [G; Gy Try ce]’, 9 punktow Gaussa)

>> epsl zeros (4, 9)
>> sigl = zeros(4,9)

- dla drugiego elementu (j.w.)

>> eps2 zeros (4, 9)
>> sig2 = zeros(4,9)

A teraz uaktualnimy stan odksztalcenia i naprezenia w punktach Gaussa poleceniami:

>>[epsl, sigl, Fcl] epsigQ8AX( E, ni, ¥i, ¢, 3, 4, 5, 13, 11, 12, 1, 2, epsl,
sigl, U, xi, vyi );
>>[eps2, sig2, Fc2]

sigl, U, xi, vyi );

epsigQ8AX( E, ni, ¥i, ¢, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 13, epsl,

Piszac:
>>epsl
lub

>>sigl

mozna zobaczy¢ dla pierwszego elementu wartosci sktadowych stanu w poszczegdlnych punktach
Gaussa. Natomiast Fc zawiera wartosci funkcji kryterium. Wykonujac polecenie:

>>rysujFc (Fcl)

mozna wyswietli¢ histogram wartos$ci Fc¢ dla wszystkich punktow Gaussa w pierwszym elemencie,
a piszac:

>>rysujFc (Fc2)

w drugim elemencie.

Wyniki pokazuja, ze konstrukcja pracuje w stanie spr¢zystym (wszystkie wartosci Fc sa ujemne).
Zadanie 2:

Sprawdzié, czy po pieciokrotnym zwiekszeniu obciqienia uktad 7 zadania nr 1 przejdzie w stan
plastyczny.

Rozwiazanie:

Nalezy zauwazy¢, ze obliczenia prowadzimy wedlug dotychczasowych zalozen, tzn. stosujac
linlowo-sprezyste prawo Hooke’a. Zatem, przemieszczenia sa proporcjonalne do obciazen, a



odksztalcenia 1 naprg¢zenia — do przemieszczen. Aby odpowiedzie¢ na pytanie: przy jakim
obciazeniu material przejdzie w stan plastyczny wystarczy zwigksza¢ proporcjonalnie wektor
przemieszczen 1 wylicza¢ stan odksztatcenia 1 naprg¢zenia sprawdzajac znak funkcji kryterium Fe.
Poprzedni wynik U zawiera przemieszczenia w¢ztow uzyskane z jednostkowego obcigzenia P=1
(pierwszy rysunek w zadaniu nr 1). Chcac otrzymac przemieszczenia dla P=2 wystarczy U
pomnozy¢ przez 2. Zrobimy to tak: zapiszemy U jako dU, czyli potraktujemy U jako pewien
przyrost przemieszczen jaki powstaje przez przylozenie uktadu sit P=1:

>>dU = U
a potem wykonujemy kroki:

a) zwigkszymy oryginalne U o dU (to tak, jakby$Smy pomnozyli U przez 2):

>>U = U + dU

b) uvaktualnimy stan odksztalcenia 1 naprezenia w punktach Gaussa poleceniami:

>>[epsl, sigl, Fcl] = epsigQ8AX( E, ni, ¥Fi, ¢, 3, 4, 5, 13, 11, 12, 1, 2, epsl,
sigl, duU, xi, yi );
>>[eps2, sig2, Fc2]
sigl, dU, xi, yi );

epsigQ8AX( E, ni, Fi, ¢, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 13, epsl,

(UWAGA! epsl 1 sigl sa uaktualniane, tzn. do poprzednich warto$ci dodawane sa poprawki
wynikajace ze zwigkszenia przemieszczen - w procedurze epsig08ax podajemy dU a nie U!

¢) rysujemy zdeformowany przekroj:

>>rysuj (3, 4, 5, 13, 11, 12, 1, 2, xi, yi, U, 100)
>>rysuj (5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 13, xi, yi, U, 100)

oraz histogramy wartos$ci Fc:

>>rysujFc (Fcl)
>>rysujFc (Fc2)

d) sprawdzamy, czy w ktoryms punkcie Gaussa Fc stato si¢ dodatnie.

Kroki a)-d) wykonujemy cztery razy (tzn. ogladamy efekty pigciokrotnie zwigkszonego
obciazenia).

Zadanie 3

Prosze rozwiqzaé uktad przedstawiony w zadaniu nr 1, przyjmujqc tylko obcigZenie pionowe.
Podpowiedz:

>f = [ 0; 0; 0; 0; O0; 0; O0; -pi.*0.2; 0.0; -2.*pi.*0.4; 0; -pi.*0.6; 0; 0; O;
0; 0; 0; 0; 0]

Zadanie 4
Prosze zrealizowaé procedure 7 zadania nr 2, przyjmujqc obciqZenie 7 zadania nr 3.

Czy udalo sie uplastyczni¢ material po pigeciokrotnym zwigkszeniu obciqzenia?



